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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Производные в среднем были введены 
Э. Нельсоном и со временем они стали изучаться как отдельный класс стохастиче-
ских дифференциальных уравнений. В данной работе применяется аппарат произ-
водных в среднем для нахождения условий, при которых плотности вероятности ре-
шения стохастического дифференциального уравнения на односвязном многообразии 
С∞ -гладкие и нигде не равны нулю. Используется так называемое соглашение Эйн-

штейна о суммировании, т.е. символом 
ix
∂
∂

 обозначается и i -я частная производная 

в карте, и i -й вектор базиса в касательном пространстве. Материалы и методы. В 
исследовании используются методы стохастического анализа на многообразиях. Ре-
зультаты. Найдены достаточные условия, при которых плотность распределения 
решения стохастического дифференциального уравнения на односвязном многообра-
зии является С∞ -гладкой функцией, нигде не равной нулю. Выводы. Полученные ре-
зультаты могут быть использованы для исследования вопросов существования реше-
ний стохастических дифференциальных уравнений и включений на многообразиях. 
Ключевые слова: производные в среднем, односвязные многообразия, плотность 
распределения, стохастические дифференциальные уравнения на многообразиях 
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Abstract. Background. E. Nelson [1-3] introduced derivatives on the average in the works 
and over time, they began to be studied as a separate class of stochastic differential equa-
tions. In the work presented in this paper, the machinery of mean derivatives is applied to 
finding conditions, under which the probability density functions of solutions of stochastic 
differential equation on simply connected manifold are С∞ -smooth and nowhere equal to 
zero. In the paper, Einstein’s summation convention with respect to shared upper and lower 

indices is used. The symbol 
ix
∂
∂

 denotes both the partial derivative in the chart, and the 

vector of basis in the tangent space. Materials and methods. The study uses methods of sto-
chastic analysis on manifolds. Results. The sufficient conditions are obtained, under which 
the probability density function of the solution of stochastic differential equation on simply 
connected manifold are С∞ -smooth and nowhere equal to zero. Conclusions. Obtained re-
sults can be used for investigation of solution existence for stochastic differential equations 
and inclusions on manifolds. 
Keywords: Mean derivatives, density of distribution, simply connected manifolds, stochas-
tic differential equations on manifolds 
Acknowledgments: the research is supported by the RFBR grant 18-01-00048. 
For citation: Zheltikova О.О. On a smooth and nowhere equal to zero distribution density 
of a stochastic differential equation’s solution on manifold. Izvestiya vysshikh uchebnykh 
zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-matematicheskie nauki = University proceedings. 
Volga region. Physical and mathematical sciences. 2021;1:3–9. (In Russ.). doi:10.21685/ 
2072-3040-2021-1-1 

Введение 
Производные в среднем впервые появились в 60-х гг. XX в. Они были 

введены Э. Нельсоном [1–3], который использовал их в построенной им стоха-
стической механике – аналоге квантовой механики. В работах [4, 5] С. В. Аза-
риной и Ю. Е. Гликлихом была построена производная в среднем второго по-
рядка, связанная с коэффициентом диффузии – квадратичная производная в 
среднем. После этого стало возможным поставить задачу о нахождении слу-
чайного процесса по его производным в среднем, ведь производная в среднем 
первого порядка описывает снос стохастического процесса, а квадратичная, 
как говорилось ранее, связана с коэффициентом диффузии. В работах [6, 7] 
введены определения производных в среднем и квадратичной производной на 
многообразиях. В дальнейшем в работах Ю. Е. Гликлиха с соавторами иссле-
довались вопросы существования решений стохастических дифференциальных 
уравнений, записанных в терминах производных в среднем. 

1. Производные в среднем на многообразии 
Пусть M − гладкое односвязное многообразие размерности n. Рассмот-

рим вероятностное пространство ( , , )F PΩ . Каждый стохастический процесс 
ξ( )t  (см., например [1]), заданный на отрезке [0, ]t T∈ ⊂   со значениями  

в M, определяет три семейства σ -подалгебр σ -алгебры F : «прошлое» tPξ , 
порожденное прообразами борелевских множеств на M при всех отображени-
ях ξ( ) :s MΩ→  для 0 s t< < ; «будущее» tFξ , порожденное аналогичным об-

разом для t s l< < ; «настоящее» tNξ , порожденное самим отображением 
ξ( )t . Будем считать, что данные семейства являются полными, т.е. содержат 
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все множества меры нуль. Пусть tEξ  – условное математическое ожидание 

относительно σ -подалгебры tNξ . 
Возьмем нормальную карту mU  связности H  в определенной точке 

m M∈ . Тогда для любой точки m′  из карты mU  можно найти регрессии: 

0
0

ξ( ) ξ( )( , ) lim ξ( ) ,
m m

U t U

t t tY t m E t m
tΔ →

 + Δ −  ′ ′= = Δ   
 

0
0

ξ( ) ξ( )( , ) lim ξ( ) .
m m

U t U

t t tY t m E t m
t∗

Δ →

 − − Δ  ′ ′= = Δ   
 

Построим векторное поле 0 ( , )Y t ⋅ , которое каждой точке m M∈  ставит 

в соответствие вектор 0 ( , )
mU

Y t m′  в mU . Тогда, по построению, 0Y  является 

измеримым сечением касательного расслоения TM , т.е. векторным полем. 
Определение 1. Случайные векторы 0ξ( ) ( ,ξ( ))HD t Y t t=  и 

0ξ( ) ( ,ξ( ))HD t Y t t∗ ∗=  называются производной в среднем справа и, соответ-
ственно, слева процесса ξ( )t  на M в момент времени t относительно связно-

сти H. ξξ( ) ( ,ξ( ))SD t v t t=  и ξξ( ) ( ,ξ( ))AD t u t t=  называются соответственно 
текущей и осмотической скоростями процесса ξ( )⋅ , где  

( )ξ 0 01( ,ξ( )) ( ,ξ( )) ( ,ξ( ))
2

v t t Y t t Y t t∗= +  и ( )ξ 0 01( ,ξ( )) ( ,ξ( )) ( ,ξ( ))
2

u t t Y t t Y t t∗= − . 

Показано, что текущая и осмотическая скорости не зависят от выбора 
связности. 

Определение 2. Предел  

ξ
2

0

ξ( ) ξ( )ξ( ) lim ,t
t

t tD t E
tΔ →

Δ ⊗Δ =  Δ 
 

где знаком ⊗  обозначено тензорное произведение в модельном простран-
стве, содержащем карту, называется квадратической производной в среднем 
процесса ξ( )t  на M в момент времени t. 

Показано, что квадратическая производная в среднем не зависит от вы-
бора связности и что для диффузионного процесса квадратическая производ-
ная существует и совпадает с коэффициентом диффузии. Также отметим, что 
поле квадратических производных на M является (2,0) -тензорным полем не-
отрицательно определенных матриц. 

2. Уравнения Ито на многообразиях 
Пусть ( , )a t m  является измеримым по Борелю векторным полем на 

многообразии M, а ( , )A t m −измеримым по Борелю полем линейных операто-
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ров ( , ) : k
mA t m T M→  для достаточно больших k  и [0, ]t T∈ . Рассмотрим 

экспоненциальное отображение связности H. Пусть ( )w t −  винеровский про-

цесс на k . Следуя [8], назовем пару ( , )a A  векторным полем Ито на M. Это 
название вызвано тем, что при замене локальных координат в M векторное 
поле ( , )a A  изменяется как касательный вектор.  

Определение 3. Стохастическим дифференциалом 

( , ) ( , ) ( )a t m dt A t m dw t+ , 

образованным векторным полем Ито ( , )a A  в точке m M∈ , назовем класс 
случайных процессов в mT M , который состоит из всех решений следующего 
дифференциального уравнения: 

( ) (τ, ) τ (τ, ) (τ)
s s

t t

X s a x d A x dw= + 
 , 

где ( , )a t x − векторное поле на mT M ; ( , )A t x −


поле линейных операторов из 
k  в mT M , причем они липшецевы, обращаются в ноль вне некоторой 

окрестности нуля в mT M . При этом ( ,0) ( , )a t a t m= , ( ,0) ( , )A t A t m=


. 
Определение 4. Процесс ξ( )t  удовлетворяет уравнению Ито в форме 

Белопольской – Далецкого 

 ( )ξ( )ξ( ) exp ( ,ξ( )) ( ,ξ( )) ( ) ,td t a t t dt A t t dw t= +   (1) 

если для любой точки ξ( )t  существует окрестность в M такая, что процесс 
ξ( ),t s+  0s ≥ , почти наверняка совпадает с некоторым процессом из класса  

( )ξ( )exp ( ,ξ( )) ( ,ξ( )) ( )t a t t dt A t t dw t+  

до того, как выйдет их указанной выше окрестности процесса ξ( )t .  
Решение уравнения (1) в смысле определения 4 мы называем диффузи-

онным процессом на M. 

3. Основные результаты 
Рассмотрим диффузионный процесс ξ( )t  на M, удовлетворяющий 

уравнению (1). Обозначим матрицы его поля квадратических производных 
символом ( )α ( )ij x . Всюду ниже мы предполагаем, что это поле С∞ -гладко и 

состоит из положительно определенных (т.е. невырожденных) матриц. Век-
торное поле осмотических скоростей процесса ξ( )t  обозначим через ( , )u t x . 

Мы предполагаем, что оно также С∞ -гладко. 
Пусть ρ( , )t x − плотность вероятностного распределения случайного 

элемента ξ( )t  относительно меры Лебега λ  на M× . Это означает, что для 
каждого [0, ]T ⊂   и любой функции :[0, ]f T M× → , которая является 
ограниченной и непрерывной, выполняется соотношение 
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0 0 [0, ]

( ( ,ξ( )) ( ,ξ( )) P dt ( , )ρ( , ) λ.
T T

T M

E f t t dt f t t d f t x t x d
Ω ×

 
 = =
 
 

   
  

Теорема 1. Пусть ξ( )t − диффузионный процесс с осмотической скоро-

стью ( , )u t x , коэффициентами диффузии (α )ij  и плотностью ρ . Тогда при 
условии, что ρ  гладко и нигде не равно нулю, 

 
( ( , )ρ( , ))

1( , ) .
2 ρ( , )

jx

ij

i

t x t x
u t x

t x x

∂

∂
α

∂=
∂

  (1) 

Данное утверждение следует из [9, Теорема 1.1] или из [10, формула 
(2.8)]. 

Теорема 2. Пусть диффузионный процесс ξ(t) на односвязном много-
образии M  корректно определен на отрезке [0,T] и плотность ρ0 начального 
значения ξ0 является С∞ -гладкой и нигде не равной нулю. Пусть также осмо-
тическая скорость ( , )u t x  является С∞ -гладкой, а квадратическая производ-

ная в среднем α( , )t x  является С∞ -гладкой и положительно определенной 
(т.е. невырожденной) при всех t и x. Тогда плотность ρ( , )t x  является  

С∞ -гладкой и нигде не равной нулю при всех t и x. 
Доказательство. Введем ( ) ( ) ln ( , )tp x t x= ρ  (следовательно 

( ) ( )ρ( , )= tp xt x e ). Тогда формула (1) преобразуется к виду  

 1 α ( , )( , ) α ( , )
2

ij
ij

i j
t xu x t t x dp

x x

 ∂ ∂= +  ∂ ∂ 
,  (2) 

где d – внешний дифференциал.  
Так как поле матриц α ( , )ij t x  гладко и не вырождено, существует глад-

кое поле обратных матриц ( )α ( , )ij t x . Применив данное поле матриц к выра-
жению (2), получим  

α ( , )( , ) 2 ( , )
ij

i j
t xdp t x u x t

x x
∂ ∂= −
∂ ∂

. 

Обозначим через iA  i-ю координату вектора в правой части последнего 
равенства, а через ( )( )t j

dp −  j-ю координату 1-формы ( )tdp  (полный диффе-

ренциал ( )tp  по пространственным переменным). Тогда ( )),( i
j ijdp t x A= α , и, 

таким образом, ( )tdp  известно. Подчеркнем, что ( )tdp  задано для любого 
фиксированного t и ( )tdp  гладко по t по построению. 
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Восстановим ( )tp  из ( )tdp  с точностью до аддитивной константы. Для 
этого зафиксируем некоторое значение ( )tp  в некоторой точке x 0. Для любо-
го x M∈  построим значение ( ) ( )tp x  при любом фиксированном t следую-
щим образом. Пусть σ( )s − кривая, соединяющая x 0 и x. Зададим значение 

( ) ( )
σ

( )t tp x dp=  . Возьмем другую кривую 1σ ( )s , соединяющую x 0 и x, изме-

ним ориентацию на 1σ  и рассмотрим объединение σ  и 1σ  как одномерное 
подмногообразие в M. Так как M односвязно, указанная петля стягивается по 
M в точку, т.е. является границей ∂Θ  некоторого 2-мерного подмногообразия 
Θ  в M (можно взять любое такое подмногообразие). Тогда по теореме Стокса 

( ) ( )t tdp ddp
∂Θ Θ

=  . Поскольку 2 0, ( ) 0d dp t
∂Θ

= = , то значение ( ) ( )tp x  не за-

висит от выбора кривой σ . По построению peρ =  положительно при всех 
( , ). t x  Поскольку p  определено с точностью до аддитивных констант, ρ  
определено с точностью до мультипликативных констант. Следовательно, 
среди функций ρ( , )t x , построенных таким образом, при каждом фиксиро-

ванном t существует такая функция, что ρ 1
M

λ = , т.е. эта функция является 

плотностью распределения на M. Тот факт, что построенная плотность веро-
ятности С∞ -гладкая, следует из построения. Теорема доказана.  

Заключение 

В статье получены условия существования С∞ -гладкой и нигде не рав-
ной нулю при всех t и x плотности распределения решения стохастического 
дифференциального уравнения ρ( , )t x  на односвязном многообразии, что  
в дальнейшем может быть использовано для доказательства существования 
сильных решений стохастических дифференциальных уравнений с осмотиче-
скими скоростями на многообразиях. 

Список литературы 
1. Nelson E. Derivation of the Schrödinger equation from Newtonian mechanics // Phys. 

Reviews. 1966. Vol. 150, № 4. P. 1079–1085. 
2. Nelson E. Dynamical theory of Brownian motion. Princeton : Princeton University 

Press, 1967. 142 p. 
3. Nelson E. Quantum fluctuations. Princeton : Princeton University Press, 1985. 147 p. 
4. Азарина С. В., Гликлих Ю. Е. Дифференциальные уравнения и включения с про-

изводными в среднем справа в n  // Вестник Воронежского государственного 
университета. Сер.: Физика. Математика. 2006. № 2. С. 138–146. 

5. Azarina S. V., Gliklikh Yu. E. Differential Inclusions with Mean Derivatives // Dynam-
ic Systems and Applications. 2007. Vol. 16, № 1. P. 49–72. 

6. Гликлих Ю. Е. Глобальный и стохастический анализ в задачах математической 
физики. М. : Комкнига, 2005. 414 с. 

7. Azarina S. V., Gliklikh Yu. E. On differential equations and inclusions with mean de-
rivatives on a compact manifold // Discussiones Mathematicae. Differential Inclusions, 
Control and Optimization. 2007. Vol. 27, № 2. P. 385–397.  



University proceedings. Volga region. Physics and mathematics sciences. 2021;1 

 9 

8. Далецкий Ю. Л., Белопольская Я. И. Стохастические уравнения и дифференци-
альная геометрия. Киев : Выщ. шк., 1989. 295 с.  

9. Cresson J., Darses S. Stochastic embedding of dinamical systems // Journal of Mathe-
matical Phisics. 2007. Vol. 48. P. 072703-1–072303-54.  

10. Haussmann U. G., Pardoux E. Time reversal diffusions // The Annals of Probability. 
1986. Vol. 14, № 4. P. 1188–1206. 

References 
1. Nelson E. Derivation of the Schrödinger equation from Newtonian mechanics. Phys. 

Reviews. 1966;150(4):1079–1085. 
2. Nelson E. Dynamical theory of Brownian motion. Princeton: Princeton University Press, 

1967:142. 
3. Nelson E. Quantum fluctuations. Princeton: Princeton University Press, 1985:147. 
4. Azarina S.V., Gliklikh Yu.E. Differential equations and inclusions with derivatives in 

the mean on the right in n . Vestnik Voronezhskogo gosudarstvennogo universiteta. 
Ser.: Fizika. Matematika = Bulletin of Voronezh State University. Series: Physics. 
Mathematics. 2006;2:138–146. (In Russ.) 

5. Azarina S.V., Gliklikh Yu.E. Differential Inclusions with Mean Derivatives. Dynamic 
Systems and Applications. 2007;16(1):49–72. 

6. Gliklikh Yu.E. Global'nyy i stokhasticheskiy analiz v zadachakh matematicheskoy fiziki = 
Global and stochastic analysis in problems of mathematical physics. Moscow: Komkniga, 
2005:414. (In Russ.) 

7. Azarina S.V., Gliklikh Yu.E. On differential equations and inclusions with mean deriv-
atives on a compact manifold. Discussiones Mathematicae. Differential Inclusions, 
Control and Optimization. 2007;27(2):385–397.  

8. Daletskiy Yu.L., Belopol'skaya Ya.I. Stokhasticheskie uravneniya i differentsial'naya 
geometriya = Stochastic equations and differential geometry. Kiev: Vyshch. shk., 
1989;295. (In Russ.) 

9. Cresson J., Darses S. Stochastic embedding of dinamical systems. Journal of Mathe-
matical Phisics. 2007;48:072703-1–072303-54.  

10. Haussmann U.G., Pardoux E. Time reversal diffusions. The Annals of Probability. 
1986;14(4):1188–1206. 

Информация об авторах / Information about the authors 

Ольга Олеговна Желтикова  
кандидат физико-математических наук,  
доцент кафедры 206 математики,  
Военный учебно-научный центр военно-
воздушных сил «Военно-воздушная  
академия имени профессора  
Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина» 
(Россия, г. Воронеж, ул. Старых  
Большевиков, 54А) 

Ol'ga O. Zheltikova  
Сandidate of physical and mathematical  
sciences, associate professor of the  
sub-department 206 of mathematics,  
Military Educational and Scientific Center  
of the Air Force “Air Force Academy  
named after professor N. Ye. Zhukovsky  
and Yu. A. Gagarin” (54A Starykh  
Bolshevikov street, Voronezh, Russia)  

E-mail: ksu_ola@mail.ru 
 

Поступила в редакцию / Received 31.08.2020 
Поступила после рецензирования и доработки / Revised 17.09.2020 
Принята к публикации / Accepted 15.12.2020 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2021. № 1 

 10

УДК 519.63: 621.372.8 
doi:10.21685/2072-3040-2021-1-2 

Численное исследование ТЕ-поляризованных комплексных  
электромагнитных волн в открытом неоднородном слое 

Е. Ю. Смолькин1, М. О. Снегур2 
1,2Пензенский государственный университет, Пенза, Россия 

1e.g.smolkin@hotmail.com, 2snegur.max15@gmail.com 
1 

Аннотация. Актуальность и цели. Цель работы – численное исследование ТЕ-поля-
ризованных волн в слое, заполненном различными диэлектрическими материалами. 
Материалы и методы. Для получения численного решения задачи применяется ме-
тод пристрелки по параметру. Результаты. Численно найдены: комплексные и рас-
пространяющиеся вытекающие волны, комплексные и распространяющиеся поверх-
ностные волны. Выводы. Указанный численный метод является эффективным спосо-
бом нахождения приближенного решения задачи распространения электромагнитных 
волн. 
Ключевые слова: распространение электромагнитных волн, ТЕ-волны, уравнение 
Максвелла, дифференциальные уравнения, метод пристрелки 
Финансирование: работа поддержана грантом Российского научного фонда  
№ 20-11-20087. 
Для цитирования: Смолькин Е. Ю., Снегур М. О. Численное исследование  
ТЕ-поляризованных комплексных электромагнитных волн в открытом неоднородном 
слое // Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-матема-
тические науки. 2021. № 1. С. 10–19. doi:10.21685/2072-3040-2021-1-2 

 
Numerical nvestigation of the TE-polarized complex  

electromagnetic waves in an open nonhomogeneous layer 
E.Yu. Smol'kin1, M.O. Snegur2 

1,2Penza State University, Penza, Russia 
1e.g.smolkin@hotmail.com, 2snegur.max15@gmail.com 

 
Abstract. Background. The purpose of this work is to study numerically TE-polarized 
waves in a layer filled with various dielectric materials. Material and methods. In order to 
obtain a numerical solution to the problem, the parameter shooting method is used. Results. 
Complex and propagating leaky waves, complex and propagating surface waves were nu-
mericially found. Conclusions. The proposed numerical method is an effective way to find 
an approximate solution to the problem of propagation of electromagnetic waves. 
Keywords: propagation of electromagnetic waves, TE-waves, Maxwell's equation, differ-
ential equations, shooting method 
Acknowledgments: the work is supported by the Russian Science Foundation grant No. 
20-11-20087. 
For citation: Smol'kin E.Yu., Snegur M.O. Numerical nvestigation of the TE-polarized 
complex electromagnetic waves in an open nonhomogeneous layer. Izvestiya vysshikh 
uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-matematicheskie nauki = University pro-
ceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2021;1:10–19. (In Russ.). 
doi:10.21685/2072-3040-2021-1-2 

 
1 © Смолькин Е. Ю., Снегур М. О., 2021. Контент доступен по лицензии Creative Commons Attribution 4.0  

License / This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 License. 



University proceedings. Volga region. Physics and mathematics sciences. 2021;1 

 11

Введение 
Анализ спектра вещественных и комплексных волн в открытых волно-

ведущих структурах менее развит по сравнению с теорией экранированных 
волноводов, которая входит во многие учебники и монографии по электро-
магнетизму. Диэлектрический слой (ДС) является одной из наиболее хорошо 
изученных волноведущих структур в электродинамике [1–4]. Фактически ди-
электрический слой является самым простым волноводом (с геометрической 
точки зрения), его дисперсионное уравнение можно записать в явном виде. 
Такая структура широко используется на практике (плоские оптические вол-
новоды – линзы). Однако до сих пор нет точных доказательств наличия (или 
отсутствия) бесконечного числа вещественных или комплексных собствен-
ных волн, распространяющихся в ДС. 

Актуальной задачей при изучении волноводов является классификация 
волн, существующих в структуре. В статье предложен численный метод рас-
чета постоянных распространения ТЕ-поляризованных волн в слое, запол-
ненном диэлектриком, неоднородным диэлектриком, диэлектриком с погло-
щением и метаматериалом соответственно. Расчеты произведены на разных 
частотах. Таким образом, численно найдены: комплексные и распространя-
ющиеся вытекающие волны, комплексные и распространяющиеся поверх-
ностные волны. 

В статьях [5, 6] выполнено численное исследование плоских диэлек-
трических и металл-диэлектрических волноводов. Численные результаты по-
лучены с помощью одного из вариантов метода пристрелки по параметру 
(см., например, [7, 8]). 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим трехмерное пространство 3  c декартовой системой коор-
динат Oxyz , заполненное изотропной средой без источников, имеющей ди-
электрическую проницаемость 0 constcε ε ≡  и магнитную проницаемость 

0 constμ ≡ , где 0ε  и 0μ  – диэлектрическая и магнитная проницаемости ваку-
ума. Мы рассматриваем электромагнитные волны, распространяющиеся че-
рез слой 

( ){ }: , , : 0 .x y z x h= ≤ ≤  

Граница x h=  – это проекция диэлектрической поверхности. Граница 
0x =  – проекция идеально проводящего экрана. 

Мы предполагаем, что поля гармонически зависят от времени как 
exp( )i tω , где 0ω>  – круговая частота. 

Определение ТЕ-поляризованных волн сводится к нахождению нетри-
виальных решений системы уравнений Максвелла, зависящих от координаты 
z , вдоль которой структура регулярна, в виде i ze γ , 

 0

0

.
,

i
i

∇× = − ωε ε
∇× = ωμ

H E
E H

  (1) 

с граничным условием для тангенциальной составляющей электрического 
поля на идеально проводящем экране 
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0

0,y x
E

=
=   (2) 

и условием непрерывности тангенциальной составляющей электрического и 
магнитного поля на поверхности разрыва диэлектрической проницаемости 
x h= : 

 [ ]0, 0,y z x hx h
E H

==
  = =    (3) 

где [ ]
0 0 00 0

lim ( ) lim ( ).x x x x x
f f x f x

→ − → +
= −   

Мы не будем фиксировать условие излучения на бесконечности, пото-
му что мы хотим рассмотреть проблему для произвольных γ . 

Считаем, что относительная диэлектрическая проницаемость во всем 
пространстве имеет вид 

 
, 0 ,
, .c

x h
x h

ε ≤ ≤
ε = ε >
   (4) 

Мы также предполагаем, что ( ) cxε > ε  является непрерывной функцией 
на отрезке [ ]0,h , т.е. [ ]( ) 0,x C hε ∈  и Im ( ) 0xε = . 

Задача о ТЕ-поляризованных волнах представляет собой задачу на соб-
ственные значения для уравнений Максвелла со спектральным параметром 
γ , который является постоянной распространения волноводной структуры. 

Поле нормальной волны в волноводе можно представить с помощью 
одной скалярной функции: 

 : ( )yu E x= .  (5) 

Таким образом, задача сводится к нахождению тангенциальной состав-
ляющей электрического поля u . 

Принята следующая классификация волн [1–4]:  
• По параметру γ  – постоянной распространения: 
Определение 1. Распространяющаяся волна характеризуется действи-

тельным параметром γ . 
Определение 2. Затухающая волна характеризуется чисто мнимым па-

раметром γ . 
Определение 3. Комплекс волна характеризуется комплексным пара-

метром γ  таким, что Re Im 0γ γ ≠ . 
• По условию на бесконечности: 
Определение 4. Поверхностная волна удовлетворяет условию 

( ) 0,u x →  .x→∞  
Определение 5. Вытекающая волна удовлетворяет условию ( ) ,u x →∞  
.x→∞  
Замечание 1. Постоянная распространения γ  характеризует поведение 

волны (распространяющаяся, затухающая или комплексная) в z-направлении. 
Классификация волн поверхностных или вытекающих зависит от поведения  
в x-направлении. 
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Мы имеем следующую задачу на собственные значения для касатель-
ной компоненты электрического поля u : найти γ∈  такие, что существуют 
нетривиальные решения дифференциального уравнения 

 ( )2 2
0 0 0u u′′ + ω μ ε ε − γ = ,  (6) 

удовлетворяющие граничным условиям 

 0 0xu = =   (7) 

и условиям сопряжения 

 [ ] [ ]0, 0.x h x hu u
= =

′= =   (8) 

При x h>  мы имеем сε = ε ; из (6) получаем уравнение 

 2 0u u′′ − λ = .  (9) 

Выберем решение этого уравнения в виде  

 ( ) ( ); , ,h xu x e x h− λλ = >   (10) 

где 2 2 2
0 0 cλ = γ −ω ε μ ε  и λ  – новый (комплексный) спектральный параметр. 

Если Re 0λ > , мы имеем поверхностную волну. Если Re 0λ < , мы имеем вы-
текающую волну. 

При 0 x h< <  мы имеем ( )xε = ε ; тогда из (6) получаем уравнение 

 ( )2 0,u u′′ + η− λ =   (11) 

где 

 ( ) ( )2
0 0; ( ) .cx xη ω = ω ε μ ε − ε   (12) 

Определение 6. γ∈  называется характеристическим числом задачи, 
если существует нетривиальное решение u  уравнения (11) при 0 x h< < , 
удовлетворяющее (10) при x h> , граничным условиям (7) и условиям сопря-
жения (8). 

2. Численный метод  
Рассмотрим задачу Коши для уравнения 

 ( )2 0u u′′ + η− λ =   (13) 

с начальными условиями 

 (0) : 0, (0) : .u u A′= =   (14) 

Мы предполагаем, что решение задачи Коши (13), (14) существует, 
единственно, глобально определено на отрезке [ ]0,h  при заданных значениях 
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0,h  и непрерывно зависит от параметра λ . Из условия сопряжения на второй 
границе h  (8) получаем дисперсионное уравнение 

 ( ) ( ) ( ) 0u h u h′Δ λ ≡ λ + = .  (15) 

Из формулы (15) ясно, что значение ( )Δ λ  выражается через значения 
решения задачи Коши.  

Пусть iλ = α + β , где ,α β∈ . Тогда, взяв вещественную и мнимую ча-
сти от выражения (15), получим систему действительных уравнений для 
определения вещественной и мнимой частей комплексной частоты λ : 

 
( ) ( )
( ) ( )

1

2

, : Re 0,
, : Im 0.

Δ α β = Δ λ =

Δ α β = Δ λ =

  (16) 

Чтобы определить пару ,α β , мы будем численно решать систему урав-
нений (16). Решением каждого уравнения в (16) является кривая в плоскости 
Oαβ . Помещая обе кривые на одной плоскости, мы определим точки пересе-
чения кривых; эти точки являются решением исходной задачи (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Численное решение системы (16): синяя кривая – решение первого  

уравнения системы (16); красная кривая – решение второго уравнения  
системы (16); точка пересечения синей и красной кривых,  

обозначенная зеленым цветом, является решением системы (16) 
 
Разбивая отрезки по α  и β  на более мелкие отрезки, мы определим 

сетку, состоящую из узлов ( ) ( ),i jα β ; эти узлы мы используем для метода 
пристрелки. Решая задачу Коши (13), (14) для каждого узла сетки, вычисляем 
величины ( , )( )u i j h  и ( , )( )u i j h′  для каждого узла. В силу непрерывной зави-
симости решения ( , , )u h α β  от параметров α  и β  существует точка 

( )( ) ( )ˆ,i jα β  в плоскости Oαβ  (где ( )ˆ jβ  лежит внутри интервала ( )( ) ( 1),j j+β β ), 

такая что ( )1 , 0Δ α β = . Чем плотнее сетка, которую мы выбираем, тем более 
точное решение мы находим. Повторив эту процедуру для всей сетки, мы по-
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лучим набор пар ( ) ( ),p qβ β , образующих кривую (синяя кривая рис. 1), при-
ближенное решение уравнения ( )1 , 0Δ α β =  в плоскости Oαβ . 

Применяя ту же процедуру к уравнению ( )2 , 0Δ α β = , мы получаем 
еще одну кривую (красная кривая рис. 1) в плоскости Oαβ , которая является 
приближенным решением указанного уравнения. Очевидно, точка пересече-
ния (зеленая точка на рис. 1) расчетных кривых является приближенными 
решениями задачи. Если сделать сетку более полной, то эти решения могут 
быть настолько точными, насколько это необходимо. 

3. Численные результаты 
На рис. 2–5 представлены результаты расчета постоянных распростра-

нения для задачи ТЕ-поляризованных волн в слое, заполненном диэлектри-
ком, неоднородным диэлектриком, диэлектриком с поглощением и метамате-
риалом соответственно. Расчеты произведены на разных частотах.  

 

  
а) 0,25ω =  б) 0,5ω =  

  
в) 0,75ω =  г) 1ω=  

Рис. 2. Диэлектрический слой.  
Значения параметров: 0 04, 5, 1, 1, 4ch = ε = ε = ε = μ = η =  
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а) 0,25ω =  б) 0,5ω =  

 
в) 0,75ω=  г) 1ω=  

Рис. 3. Неоднородный диэлектрический слой.  

Значения параметров: 0 04, ( ) 5 , 1, 1, 4c
x xh x
h h

= ε = + ε = ε = μ = η = +  

 
Приведено численное решение системы (16): синяя кривая – решение 

первого уравнения системы (16); красная кривая – решение второго уравне-
ния системы (16); точка пересечения синей и красной кривых является реше-
нием системы (16); т.е. найдены комплексные (зеленые точки) и распростра-
няющиеся (желтые точки) вытекающие волны, распространяющиеся поверх-
ностные (фиолетовые точки) волны (рис. 2); комплексные (зеленые точки)  
и распространяющиеся (желтые точки) вытекающие волны, распространяю-
щиеся поверхностные (фиолетовые точки) волны (рис. 3); комплексные  
(зеленые точки) вытекающие и комплексные поверхностные (розовые  
точки) волны (рис. 4); комплексные (зеленые точки) вытекающие волны  
(рис. 5). 
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Таким образом найдены: комплексные и распространяющиеся выте-
кающие волны, комплексные и распространяющиеся поверхностные  
волны. 

 

 
а) 0,25ω =  б) 0,5ω =  

 
в) 0,75ω=  г) 1ω=  

Рис. 4. Диэлектрический слой с поглощением.  
Значения параметров: 0 04, 5 0,1 , 1, 1, 4 0,1ch i i= ε = + ω ε = ε = μ = η = + ω  

Заключение 
В статье предложен и реализован численный метод для решения задачи 

определения постоянных распространения (и затухания) для ТЕ-поляризо-
ванных волн в открытом слое, заполненном неоднородным материалом.  

Рассмотрены случаи заполнения слоя однородным диэлектриком,  
неоднородным диэлектриком, диэлектриком с поглощением и метамате-
риалом.  
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а) 0,25ω =  б) 0,5ω =  

 
в) 0,75ω=  г) 1ω=  

Рис. 5. Метаматериальный слой.  
Значения параметров: 0 04, 3, 1, 1, 4ch = ε = − ε = ε = μ = η = −  
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Об изучении спектра семейства дифференциальных операторов, 
потенциалы которых сходятся к дельта-функции Дирака 

С. И. Митрохин  
Московский государственный университет  
имени М. В. Ломоносова, Москва, Россия 

mitrokhin-sergey@yandex.ru 
1 

Аннотация. Актуальность и цели. В работе предлагается новый метод исследования 
дифференциальных операторов с разрывными коэффициентами. Изучается последо-
вательность дифференциальных операторов высокого четного порядка, потенциалы 
которых сходятся к дельта-функции Дирака. Предполагается, что потенциал опера-
тора является кусочно-суммируемой функцией на отрезке задания оператора.  
В точках разрыва потенциала требуется выполнение условий «склейки» для коррект-
ного определения решений соответствующих дифференциальных уравнений. Иссле-
дованы спектральные свойства дифференциальных операторов, заданных на конеч-
ном отрезке, с одним из видов разделенных граничных условий. При больших значе-
ниях спектрального параметра методом Наймарка получена асимптотика фундамен-
тальной системы решений соответствующих дифференциальных уравнений. С по-
мощью этой асимптотики изучены условия «склейки» рассматриваемого дифферен-
циального оператора. Затем изучены граничные условия исследуемого оператора.  
В результате выведено уравнение на собственные значения изучаемого оператора, 
которое представляет собой целую функцию. Исследована индикаторная диаграмма 
уравнения на собственные значения, которая является правильным шеснадцати-
угольником. В различных секторах индикаторной диаграммы методом последова-
тельных приближений Пикара найдена асимптотика собственных значений изучае-
мых дифференциальных операторов. В предельном случае найденная асимптотика 
собственных значений стремится к асимптотике собственных значений оператора, 
потенциалом которого является дельта-функция Дирака. Материалы и методы. 
Асимптотика фундаментальной системы решений дифференциальных уравнений  
с суммируемыми потенциалами при больших значениях спектрального параметра 
получена обобщенным методом Наймарка. Для нахождения корней уравнения на 
собственные значения изучаемого оператора методом Беллмана – Кука исследована 
индикаторная диаграмма, которая является правильным шеснадцатиугольником. 
Асимптотика собственных значений изучаемых дифференциальных операторов  
в различных секторах индикаторной диаграммы найдена методом последовательных 
приближений Пикара. Результаты. Изучен спектр ранее не изучаемого семейства 
дифференциальных операторов высокого четного порядка, потенциалы которых схо-
дятся к дельта-функции Дирака. С учетом условия «склейки» в точках разрыва по-
тенциалов доказано, что уравнение на собственные значения представляет собой ква-
зиполином, корни которого можно найти методом Беллмана – Кука. Аналогичные 
результаты можно получить и для других видов разделенных граничных условий. 
Выводы. Полученные новые результаты об асимптотике спектра семейства диффе-
ренциальных операторов могут быть применены к исследованию базисности соб-
ственных функций аналогичных операторов, изучению функции Грина и вычисле-
нию формул регуляризованных следов операторов, последовательность потенциалов 
которых сходится к дельта-функции Дирака. Метод дельта-потенциалов применяется 
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в физике для исследования короткодействующих примесей, дефектов в различных 
системах. В атомной и ядерной физике огромную популярность имеет модель точеч-
ных потенциалов, это подтверждает необходимость изучения операторов с дельта-
потенциалами. 
Ключевые слова: дифференциальный оператор с разрывными коэффициентами, 
асимптотика решений дифференциального уравнения, кусочно-суммируемый по-
тенциал, дельта-функция Дирака, асимптотика собственных значений, спектр опе-
ратора 
Для цитирования: Митрохин С. И. Об изучении спектра семейства дифференциаль-
ных операторов, потенциалы которых сходятся к дельта-функции Дирака // Известия 
высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 
2021. № 1. С. 20–38. doi:10.21685/2072-3040-2021-1-3 

 

On the studying the spectrum of differential operators’  
family whose potentials converge to the Dirac delta function 

S.I. Mitrokhin 
Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia 

mitrokhin-sergey@yandex.ru 
 

Abstract. Background. The paper proposes a new method for studying differential opera-
tors with discontinuous coefficients. We study a sequence of differential operators of high 
even order whose potentials converge to the Dirac delta function. It is assumed that the op-
erator’s potential is a piecewise-summable function on the segment of the operator task. At 
the points of discontinuity of the potential, the fulfillment of the “gluing” conditions is re-
quired to correctly determine the solutions of the corresponding differential equations. The 
spectral properties of differential operators defined on a finite segment with one of the 
types of separated boundary conditions are investigated. For large values of the spectral pa-
rameter, the Naimark method is used to obtain the asymptotics of the fundamental system 
of solutions of the corresponding differential equations. With the help of this asymptotics, 
the conditions for “gluing” the considered differential operator are studied. Then the 
boundary conditions of the operator under study are studied. As a result, we derive an ei-
genvalue equation for the operator under study, which is an entire function. The indicator 
diagram of the eigenvalue equation, which is a regular hexadecimal, is investigated. In var-
ious sectors of the indicator diagram, the method of successive Picard approximations has 
been used to find the eigenvalue asymptotics of the studied differential operators. In the 
limiting case, the found asymptotics of the eigenvalues tends to the asymptotics of the ei-
genvalues of an operator whose potential is the Dirac delta function. Materials and meth-
ods. The asymptotics of the solutions’ fundamental system of differential equations with 
summable potentials for large values of the spectral parameter is obtained by the general-
ized Naimark method. To find the roots of the equation for the eigenvalues of the operator 
under study, the Bellman-cook method is used to study the indicator diagram, which is a 
regular hexadecagon. The asymptotics of the eigenvalues of the studied differential opera-
tors in various sectors of the indicator diagram are found by the method of successive Pi-
card approximations. Results. The spectrum of a previously unexplored family of differen-
tial operators of high even order whose potentials converge to the Dirac Delta function is 
studied. Taking into account the “gluing” condition at the points of discontinuity of the po-
tentials, it is proved that the eigenvalue equation is a quasi-polynomial, the roots of which 
can be found by the Bellman-Cook method. Similar results can be obtained for other types 
of separated boundary conditions. Conclusions. The new results obtained on the asymptot-
ics of the spectrum of a family of differential operators can be applied to the study of the 
basis property of the eigenfunctions of similar operators, the study of the Green’s function, 
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and the calculation of formulas for regularized traces of operators whose sequence of poten-
tials converges to the Dirac delta function. The delta potential method is used in physics to 
study short-range impurities and defects in various systems. In atomic and nuclear physics, 
the model of point potentials is very popular; this confirms the need to study operators with 
delta potentials. 
Keywords: differential operator with discontinuous coefficients, asymptotics of differential 
equation solutions, piecewise-summable potential, Dirac delta function, asymptotics of ei-
genvalues, spectrum of the operator 
For citation: Mitrokhin S.I. On the studying the spectrum of differential operators’ family 
whose po-tentials converge to the Dirac delta function. Izvestiya vysshikh uchebnykh 
zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-matematicheskie nauki = University proceedings. 
Volga region. Physical and mathematical sciences. 2021;1:20–38. (In Russ.). doi:10.21685/ 
2072-3040-2021-1-3 

Введение 
Изучим свойства спектра семейства дифференциальных операторов, 

задаваемых дифференциальными уравнениями 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )16 16
1 1 1 11 , 0 , 0;ny x q x y x a y x x x a+ = λ ≤ < >   (1) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )16 16
2 2 2 1 2 1 0 22 , , ,n n n ny x q x y x a y x x x x x x x+ = λ ≤ ≤ ≤ ≤   (2) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )16 16
3 3 3 23 , ,ny x q x y x a y x x x+ = λ < ≤ π   (3) 

при этом на потенциал ( ) ( ) ( ) ( )( )*1 2 3; ;Q x q x q x q x=  накладываются следую-
щие условия: 

( ) [ ) ( ) ( ]1 1 3 20, 0; ; 0, ; ;n nq x x x q x x x= ∈ = ∈ π  

( ) [ ] ( ) ( ) [ ]
1

2 1 1 2 2 2 1 2;   ; ;
n

x

n n n n
x

q x L x x q t dt x q x pp нa x x

′
 
 ∈ ⇔ =  
 
  

( ) ( ) ( )
1 0 0

2 2 2
0 0 0

lim 0; lim ; lim ;
nx x x x x x

q x q x q x
→ + → − → +

= = +∞ = +∞  

 ( ) ( )
2

2
1

2 2
0

lim 0; 1;
n

n
n

x

x x
x

q x q t dt
→ −

= =   (4) 

в точках разрыва коэффициентов требуются следующие условия «склейки»: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 11 20 0 ; 0 0 , 1,2,...,15;m m
n n n ny x y x y x y x m− = + − = + =   (5) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2 2 22 30 0 ; 0 0 , 1,2,...,15;m m
n n n ny x y x y x y x m− = + − = + =   (6) 

с граничными условиями вида 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )13 31 2 1 2
1 1 1 3 3 30 0 ... 0 0.m nm m n ny y y y y y= = = = π = π = π =   (7) 
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Условия (4) обеспечивают нам предельные соотношения  

( ) ( ) ( )2 2, 0lim lim n
n n

q x q x x x
→+∞ →+∞

= = δ − ,  

поэтому предел спектра оператора (1)–(7) при n→+∞  будет совпадать со 
спектром дифференциального оператора  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )16 16
0 ,y x x x y x a y x+ δ − = λ

  
  

0 ,x≤ ≤ π  00 ,x< < π  ( ) ( ) ( ) ( )( )*1 2 3; ;y x y x y x y x=


,  

с граничными условиями (7). 
Развитие спектральной теории идет в сторону уменьшения гладкости 

коэффициентов дифференциальных уравнений, задающих дифференциаль-
ные операторы. Дифференциальные операторы второго порядка с кусочно-
гладкими коэффициентами, в том числе с кусочно-гладкой весовой функци-
ей, изучались в работах [1–5]. Необходимость требования выполнения усло-
вий «склейки» или условий «сопряжения» в точках разрыва коэффициентов 
объяснена в монографии [6, гл. 3]. 

Операторы Штурма – Лиувилля с сингулярными коэффициентами изу-
чены в работе [7]. В статье [8] вычислена асимптотика собственных значений 
и асимптотика собственных функций оператора Штурма – Лиувилля на от-
резке с суммируемым потенциалом. В работах [9–13] автором предложен 
другой метод для обобщения результатов работы [8] на различные типы опе-
раторов порядка выше второго с суммируемыми коэффициентами. 

В статьях [14–16] вычислен регуляризованный след первого порядка 
для оператора второго порядка с дельта-потенциалом. Необходимость изуче-
ния операторов, потенциалами которых являются дельта-функции, следует из 
физики: этому посвящены работы [17, 18]. Наша цель: получить аналогичные 
результаты для операторов порядка выше второго с дельта-потенциалами, 
приближая такие потенциалы последовательностью кусочно-суммируемых 
потенциалов. Собственные значения таких операторов будут расположены 
бесконечно близко. Необходимая теоретическая база исследования таких 
операторов с кусочно-разрывными коэффициентами или кусочно-разрывной 
весовой функцией подготовлена работами [19, 20].  

1. Асимптотика решений дифференциальных  
уравнений (1)–(3) при λ→∞   

Пусть 16 16, ,s sλ = = π  при этом для корректности дальнейших выкла-
док зафиксируем ту ветвь арифметического корня, для которой 161 1= + . 
Обозначим через ( )1,2,...,16kw k =  различные корни шестнадцатой степени 
из единицы: 

16 1,kw =  
( )2 1

16 ,
i k

kw e
π −

=  1,2,...,16;k =  

2
161 21; cos sin 0;

8 8

i

w w e i z
π

π π   = = = + = ≠   
   
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4

2 1163 ; ...; ,
i

m
mw e z w z

π
−= = =  1,2,...,16.m =   (8) 

Точки ( )1,2,...,16kw k =  из (8) делят единичную окружность на шестна-
дцать равных частей и для них справедливы свойства: 

16

0
0,m

k
k

w
=

=  1,2,...,15;m =  

 
16 16

0 1
0, 2,3,...,16; 16, 0, 16.m m

k k
k k

w m w m m
= =

= = = = =    (9) 

Методом статей [9, 20] и монографии [21, гл. 2] доказывается следую-
щая теорема. 

Теорема 1. Общие решения дифференциальных уравнений (1)–(3) 
представляются в следующем виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
16 16

1 1 1 11 1
1 1

; ; ; ; ; , 1,2,...,15;m m
k k k k

k k
y x s C y x s y x s C y x s m

= =
= = =    (10) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1; ; ; , 1,2,...,15; 1,2,...,16;k km maw sx aw sx
k kky x s e y x s aw s e m k= = = =  (11) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
16 16

2 2 2 22 2
1 1

; ; ; ; ; , 1,2,...,15;m m
k k k k

k k
y x s C y x s y x s C y x s m

= =
= = =   (12) 

( )
16

2 15 15
1

1;
16

k kaw sx aw sx
k n

n
y x s e w e

a s =
= − ×  

 ( ) ( )

1

2 30
1 ; 1,2,...,16;k n

n

x
a w w st

akn
x

q t e dt O k
s

−  × + = 
    (13) 

( ) ( ) ( ) ( )
16

2 15 15
1

1;
16

k nm m maw sx aw sx
k n n

n
y x s aw s e w aw s e

a s =
= − ×  

 ( ) ( )

1

2 30
1 ; 1,2,...,16; 1,2,...,15;k n

n

x
a w w st

akn m
x

q t e dt O k m
s

−
−

 × + = = 
    (14) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
16 16

3 3 3 33 3
1 1

; ; ; ; ; ; 1,2,...,15;m m
k k k k

k k
y x s C y x s y x s C y x s m

= =
= = =   (15) 

( ) ( ) ( ) ( )3 3; ; ; ; 1,2,...,16; 1,2,...,15;k km maw sx aw sx
k ky x s e y x s aw s e k m= = = =  (16) 
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Величины ( )1 2 3, , 1,2,...,16k k kC C C k =  в формулах (10), (12), (15) –  
произвольные постоянные, при этом справедливы следующие начальные 
условия: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11 2 110; 1; 0; ; ; ;k nm m aw sx
k k k nky s y s aw s y x s e= = =  

( ) ( ) ( ) ( )1 21 3 22 ; ; ; ;k n k nm m aw sx aw sx
n k k nky x s aw s e y x s e= =  

 ( ) ( ) ( ) 223 ; ; 1,2,...,16; 1,2,...,15.k nm m aw sx
n kky x s aw s e k m= = =   (17) 

2. Изучение условий «склейки» (5) 
Из условий склейки (5) с помощью формул (10) и (12) получаем: 

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

5
2 1 1 1

16 16

2 2 1 1 1 1
1 1

5
1 12 1

16 16
1 12 1

2 1
1 1

0; 0;

0; 0; ;                                   (18)

0; 0;

0; 0;
, 1,2,...,15.  (19)

n n

k k n k k n
k k

m m
n n

m m

m m
n nk k

k km m
k k

y x s y x s

C y x s C y x s

y x s y x s

as as

y x s y x s
C C m

as as

= =

= =


 + = − ⇔


⇔ + = −

 + −
= ⇔

+ −
⇔ = =

 

 














 

Система (18)–(19) имеет единственное решение, так как ее определи-
тель не равен нулю: 

 
( ) ( ) ( )

2,1621 22
21 22 2,16

02 02 02
; ;...; ,

; 0 ; ;
C C C

x s x s x s
ΔΔ Δ= = =

Δ ≠ Δ Δ
  (20) 

 ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

21 22 2,16

2,1621 22

02

1515 15
2,1621 22

15 15 15

; ; ... ;
;; ;

...

; ,... ... ... ...

;; ;
...

y x s y x s y x s
y x sy x s y x s

as as as
x s

y x sy x s y x s

as as as

′′ ′

Δ =   (21) 

определители 2kΔ  из (20) получаются из определителя ( )02 1 ;nx sΔ  из (21) 
заменой k -го столбца на столбец: 

( ) ( ) ( )
( )

*(15)16 16 16
11 1 1

1 1 1 1 1 15
1 1 1

0;0;
0; ; ;...; .nk n k

k k n k k
k k k

y x sy x s
C y x s C C

as as= = =

 ′ −− −
 
 
    (22) 
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Определитель ( )02 ;x sΔ  из (21) является определителем Вронского 

фундаментальной системы решений ( ){ }16
2 1;k ky x s =  линейного дифференци-

ального уравнения (2), поэтому он не равен нулю и не зависит от x . В силу 
формул (13)–(14) и (9), (17) получаем: 

( ) ( ) ( )02 02 02 1; ;nx s s x sΔ = Δ = Δ =  

 ( ) ( ) ( )21 22 2,16 00det ; ; ; ;...; ; 0,Wr y x s y x s y x s = = Δ ≠    (23) 

где 00Δ  – определитель Вандермонда чисел ( )1,2,...,16kw k = : 

( )00 1 2 16det ` , ,...,Wandermond s w w wΔ = =  

1 2 3 15 16
2 2 2 2 2
1 2 3 15 16

15 15 15 15 15
1 2 3 15 16

1 1 1 ... 1 1
...

...
... ... ... ... ... ...

...

w w w w w

w w w w w

w w w w w

= =  

 ( ) 00
;

, 1,2,...,16

0.k m
k m
k m

w w
>
=

= − = Δ ≠∏   (24) 

Используя свойства определителей, подставим формулы (22), (11)  
в (20)–(21), выведем следующие формулы: 

 21 00 11 22 00 12 2,16 00 1,16; ; ...; .С С СΔ = Δ Δ = Δ Δ = Δ   (25) 

3. Изучение условий «склейки» (6) 

Подставляя формулы (15) и (12) в условия «склейки» (6), получаем: 

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

6
3 2 2 2

16 16

3 3 2 2 2 2
1 1

6
1 23 2

16 16
2 13 2

3 2
1 1

0; 0;

0; 0; ;                                  (26)

0; 0;

0; 0;
, 1,2,...,15.      (27)

n n

k k n k k n
k k

m m
n n

m m

m m
n nk k

k km m
k k

y x s y x s

C y x s C y x s

y x s y x s

as as

y x s y x s
C C m

as as

= =

= =

+ = − ⇔

⇔ + = −

+ −
= ⇔

+ −
⇔ = =

 

 

















 

Система (26)–(27) также имеет единственное решение, так как ее опре-
делитель не равен нулю: 
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( ) ( ) ( )

3,1631 32
31 32 3,16

03 03 03
; ;...; ,

; 0 ; ;
C C C

x s x s x s
ΔΔ Δ

= = =
Δ ≠ Δ Δ

  (28) 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

31 32 3,16

3,1631 32
16

03

1515 15
3,1631 32

15 15 15

; ; ... ;
;; ;

...

; ... ... ... ...

;; ;
...

y x s y x s y x s
y x sy x s y x s

as as as
x s

y x sy x s y x s

as as as

′′ ′

Δ = =  

( )
161 2

161 2

161 2

16
1 2 16

15 15 15
1 2 16

...

...
... ... ... ...

...

aw sxaw sx aw sx

aw sxaw sx aw sx

aw sxaw sx aw sx

e e e

w e w e w e

w e w e w e

= =  

 ( )1 2 16... 0
00 00 00 0,a w w w sxe e+ + += Δ = Δ = Δ ≠   (29) 

определители ( )3 1,2,...,16k kΔ =  из формулы (28) получаются из определите-
ля ( )03 2 ;nx sΔ  из (29) заменой k -го столбца на столбец: 

( ) ( ) ( )
( )

*(15)16 16 16
22 2 2

2 2 2 2 2 15
1 1 1

0;0;
0; ; ;...; ,nk n k

k k n k k
k k k

y x sy x s
C y x s C C

as as= = =

′ −− −
 
 
    (30) 

где 1,2,...,16.k =  
Используя свойства определителей, подставим формулы (30) в (28)–

(29), находим: 

 
16

3 2 3
1

, 1,2,...,16,p k pk
k

C p
=

Δ = Δ =   (31) 

определители 3 pkΔ  из формулы (31) получаются из определителя 

( )03 2 ;nx sΔ  из (29) заменой p -го столбца ( )1,2,...,16p =  на столбец  
получаем: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

*15
22 2 2

2 2 15
0;0;

0; ; ;...; ,nk n k
k n

y x sy x s
y x s

as as

 ′ −− −
 
 

  (32) 

1,2,...,16.p =  

Применяя формулы (13), (14), из (31), (32) получаем: 
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2

1

2

1

2

1

16

2 1615 30
1

16

2 2 16 1615 30
31 1

15 15
15 30

1 1... ...

1 1... ...

... ... ... ...

1 1...

n

n

n

n

n

n

x

k n n
n x akn

x

k k n n n
k n x akn

x

k k n n n
x akn

g w g O g g
v s

w g w w g O w g w g
v s

w g w w g O
v s

=

=

 
  − +      

 

 
  − +   Δ =   

 

 
  − +      

 

 

 


16

15 15
2 2 16 16

1

;

...
n

w g w g
=


 (33) 

2 15 15 15, 1,2,...,16; 16 ,k naw sx
kg e k v a s= = =  интегралы 

2

1

...
n

n

x

x akn

 
 
  
 
  определены 

формулами (13)–(14). 
Раскладывая определители 31kΔ  из (33) по столбцам на сумму опреде-

лителей, получаем: 

 31 31 ,0 31 ,1515 15 30
1 1 ,

16
k k k O

a s s
 Δ = Δ − Δ +  
 

  (34) 

 

2 16

2 2 16 16
31

00
15 15 15

2 2 16 16

...

... 0, 2,3,...,16;
... ... ... ... , 1;

...

k

k k
k

k k

g g g
w g w g w g k

k
w g w g w g

=
Δ = = Δ =

  (35) 

( )
2

1

2 1 2 16
31 ,15 2 3 16

1
15 15 15
1 2 16

1 1 ... 1
...

... ...... ... ... ...

...

n

n

xN

k n n
n x akn

w w w
w g g g g

w w w
=

 
 Δ = ⋅ =  
 

   

 

2

1

0
1 00... , 1; 1,2,...,16;

0, 2,3,...,16.

n

n

x

x akn

w e n k

n

  
   ⋅Δ = =  =    
 =

   (36) 

Вычисляя определители ( )3 2,3,...,16m mΔ =  из (28), (31) аналогично 
определителям 31kΔ  из (33)–(36), выводим следующие формулы: 

 3 3 ,0 3 ,1515 15 30
1 1 ; , 1,2,...,16,

16
pk pk pk O p k

a s s
 Δ = Δ − Δ + = 
 

  (37) 
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 3
00

0, ; , 1,2,...,16;
, ;pk
p k p k

k p
≠ =

Δ = Δ =
  (38) 

 
2

1

3 ,15 00 ... ; , 1,2,...,16.
n

n

x

pk p
x akp

w k p
 
 Δ = Δ =  
 
   (39) 

Таким образом, из формул (34)–(39) находим: 

 
2

1

3 00 15 15 30
11 ... , 1,2,...,16;

16

n

n

x
k

kk
x akk

w O k
a s s

  
   Δ = Δ − + =         

   (40) 

 
2

1

3 00 15 15 30
11 ... , ; , 1,2,...,16.

16

n

n

x
p

pk
x akp

w
O k p k p

a s s

     Δ = Δ − + ≠ =         

   (41) 

Формулы (20), (25), (31), (40), (41) позволяют изучить граничные усло-
вия (8). 

4. Изучение граничных условий (8) 

Подставляя формулы (10)–(11) в первые 13 граничных условий (8),  
получаем: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

16 168
11

1 1
1 1

0;0;
0 0 0, 1,2,...,13.

pp
p

p p

mm
mk

k k km m
k k

y sy s
C C w p

as as= =
= ⇔ = ⇔ = =   (42) 

Из последних трех граничных условий (8) с помощью формул (15)–
(16), (28), (31) и (20) находим: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

16 168
3 1

3 3
1 1

;;
0 0 0

rr
r k

r r

nn
n aw sk

k k kn n
k k

y sy s
C C w e

as as
π

= =

ππ
= ⇔ = ⇔ = ⇔   

( )
16 16 16

3
2 3

031 1 1
0 0

0
r rk kn naw s aw sk

n knk k
k k n

w e C w e
s

π π

= = =

 Δ
 ⇔ = ⇔ Δ = ⇔
 Δ ≠  

    

( ) ( ) ( )
16 16

2
2 2 , 2 ,

021 1
; 0 ; 0

0
k

k k r k r
k k

C s s
s= =

Δ
⇔ ϕ π = ⇔ ϕ π = ⇔

Δ ≠   

 
( ) ( ) ( )

16 16
00 1

2 , 1 2 ,
021 1

; 0 ; 0, 1,2,3,k
k r k k r

k k

C s C s r
s= =

Δ
⇔ ϕ π = ⇔ ϕ π = =

Δ    (43) 
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 ( )
16

2 , 3
1

; , 1,2,3.r nn aw s
k r nk k

n
s w e rπ

=
ϕ π = Δ =   (44) 

Уравнения (42)–(44) образуют систему из шестнадцати линейных од-
нородных уравнений с 16 неизвестными 11 12 1,16, ,...,C C C . Ненулевые реше-
ния такая система имеет только в том случае, если ее определитель равен ну-
лю, поэтому справедливо следующее утверждение. 

Теорема 2. Уравнение на собственные значения дифференциального 
оператора (1)–(7) имеет следующий вид: 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2 2

13 13 13 13

1 2 15 16

1 2 15 16

1 2 15 16

21,1 22,1 2,15,1 2,16,1

21,2 22,2 2,15,2 2,16,2

21,3 22,3 2,15,3 2,16,3

...

...
... ... ... ... ...

...
; ; ... ; ;
; ; ... ; ;
; ; ... ;

m m m m

m m m m

m m m m

w w w w

w w w w

f s w w w w
s s s s
s s s s
s s s

=

ϕ π ϕ π ϕ π ϕ π
ϕ π ϕ π ϕ π ϕ π
ϕ π ϕ π ϕ π ϕ π( )

0,

;s

=   (45) 

функции ( )( )2 , ; 1,2,...,16; 1,2,3k r s k rϕ π = =  определены формулами (44),  
(40), (41). 

Применяя формулу Лапласа, разложим определитель ( )f s  из (45) по 
последним трем строчкам, получим: 

( )
1 1 1

13 13 13

21,1 22,1 23,1 54 16

21,2 22,2 23,2

21,3 22,3 23,3 54 16

...
... ... ... ...

...

m m m

m m m

w w w
f s

w w w

ϕ ϕ ϕ
= ϕ ϕ ϕ ⋅ −
ϕ ϕ ϕ

 

1 1 1

13 13 13

22,1 23,1 24,1 51 16

22,2 23,2 24,2

22,3 23,3 24,3 51 16

...
... ... ... ...

...

m m m

m m m

w w w

w w w

ϕ ϕ ϕ
− ϕ ϕ ϕ ⋅ +
ϕ ϕ ϕ

 

 

1 1 1 1

13 13 13 13

23,1 24,1 25,1 1 2 6 16

23,2 24,2 25,2

23,3 24,3 25,3 1 2 6 16

...
... ... ... ... ... ... 0.

...

m m m m

m m m m

w w w w

w w w w

ϕ ϕ ϕ
+ ϕ ϕ ϕ ⋅ − =
ϕ ϕ ϕ

  (46) 

Для нахождения корней уравнения (46) необходимо изучить так называе-
мую индикаторную диаграмму этого уравнения (см. [22, гл. 12]). Из формул (44), 
(40), (41) следует, что индикаторная диаграмма уравнения (46) – это выпуклая 
оболочка множества точек { }, , ; , , 1,2,...,16k m pw w w k m k p k m p+ + ≠ ≠ = ,  
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которая является правильным шестнадцатиугольником 1 2 3 15 16...D D D D D ,  
вершинами которого являются точки 1 1 2 3( ),D w w w+ +  2 2 3 4( ),D w w w+ +  

3 3 4 5( ),...,D w w w+ +  14 14 15 16( ),D w w w+ +  15 15 16 1( ),D w w w+ +  

16 16 1 2( )D w w w+ + ; точки ( )kpm k p mE w w w+ +  при условии 2,k p− ≥  

2p m− ≥  или 2k m− ≥  попадают внутрь этого правильного шестнадцати-
угольника, при нахождении корней уравнения (46) их можно отбросить, так 
как они представляют собой бесконечно малые величины. Корни уравнения 
(46) находятся в 16 секторах бесконечно малого раствора, биссектрисы кото-
рых являются серединными перпендикулярами к сторонам шестнадцати-
угольника 1 2 3 15 16...D D D D D . 

Из книги [22, гл. 12] следует, что для нахождения корней уравнения 
(46) в секторе, перпендикулярном стороне 1 2D D , в этом уравнении необхо-
димо оставить только экспоненты с показателями 1 2 3w w w+ +  и 

2 3 4w w w+ + . Справедливо следующее утверждение. 
Теорема 3. Уравнение на собственные значения дифференциального 

оператора (1)–(7) в секторе, перпендикулярном стороне 1 2D D  индикаторной 
диаграммы, имеет следующий вид: 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

13 13 13

21,1 22,1 23,1 54 16

1 21,2 22,2 23,2

21,3 22,3 23,3 54 16

; ; ; ...
; ; ; ... ... ... ...
; ; ; ...

m m m

m m m

s s s w w w
h s s s s

s s s w w w

ϕ π ϕ π ϕ π
= ϕ π ϕ π ϕ π ⋅ −
ϕ π ϕ π ϕ π

 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

13 13 13

22,1 23,1 24,1 51 16

22,2 23,2 24,2

22,3 23,3 24,3 51 16

; ; ; ...
; ; ; ... ... ... ... 0.
; ; ; ...

m m m

m m m

s s s w w w
s s s
s s s w w w

ϕ π ϕ π ϕ π
− ϕ π ϕ π ϕ π ⋅ =
ϕ π ϕ π ϕ π

  (47) 

Применяя формулы (8), получаем: 

1 1 11 1 1

13 13 13 13 13 13

12
1 2 13

12
1 2 13

1 ......
... ... ... ... ... ... ... ...

... 1 ...

m m mm m m

m m m m m m

z zw w w

w w w z z

= =  

( )131 2
13

, 1,2,...,13

det ` ; ;...; 0;pk mm mm m

k p
k p

Wandermond s z z z z z R
>
=

 = = − = ≠ 
 ∏  (48) 

( )
1 1 11 1 1

13

13 13 13 13 13 13

3 4 15
54 16 1348

3
13 13

13 4 15
54 16

......
... ... ... ... ... ... ... ... , ;

... ...

m m mm m m

M
k

km m m m m m

z z zw w w
z R M m

w w w z z z =
= = =  
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 ( )
1 1 1 1 1 1

13

13 13 13 13 13 13

5 51 16 2 1 48
4

13

5 51 16 2 1

... ...
... ... ... ... ... ... ... ... ,...

... ...

m m m m m m

M

m m m m m m

w w w w w w
z R

w w w w w w

= =
  (49) 

Подставим формулы (48)–(49) в уравнение (47), поделим на 
133

13 0Mz R ≠ , учтем свойства определителей, приведем его в следующему 
виду: 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

13

13

13

21,1 24,1 22,1 23,1

1 21,2 24,2 22,2 23,2

21,3 24,2 22,3 23,3

; ; ; ;

; ; ; ; 0.

; ; ; ;

M

M

M

s z s s s

h s s z s s s

s z s s s

ϕ π − ϕ π ϕ π ϕ π

= ϕ π − ϕ π ϕ π ϕ π =

ϕ π − ϕ π ϕ π ϕ π

  (50) 

 Применяя формулы (44), (40), (41) и оставляя только необходимые для 
сектора, перпендикулярного стороне 1 2D D , экспоненты ( )1 2 3a w w w se + + π  и 

( )2 3 4a w w w se + + π , произведем вычисления с точностью до 15
1O

s
 
 
 

 и приведем 

уравнение (50) к следующему виду: 

( ) ( )1 2 3
1 123 311 322 333

a w w w sh s T e + + π= Δ Δ Δ −
 

( )4 2 313 423 344 322 333
a w w w sMz T e + + π − Δ Δ Δ +

 

( ){ 2 3 4
423 341 322 333

a w w w sT e + + π+ Δ Δ Δ −  

 ( ) ( )}1 2 313 123 314 322 333 30
11 0;a w w w sMz T e o O

s
+ + π  − Δ Δ Δ + + = 

 
  (51) 

( )
1 1 11 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

2
1 2 3 8

2
123 1 2 3

2
1 2 3

1

1

1

n n nn n n

n n n n n n

n n n n n n

z zw w w

T w w w z z

w w w z z

= = =  

 ( )( )( )3 32 1 2 1
123 0;n nn n n nz z z z z z T= − − − = ≠   (52) 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

4 2 3 2 3 4

423 4 2 3 2 3 4

4 2 3 2 3 4

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

w w w w w w

T w w w w w w

w w w w w w

= = =  
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1 1 1

32 2 2

3 3 3

2 3

3
2 3

123 3
12 3

, .

n n n

Nn n n
k

kn n n

z z z

z z z z T N n

z z z
=

= = =   (53) 

Подставляя формулы (52)–(53) в уравнение (51), поделим на 
( )4 2 3

123 0a w w w sT e + + π ≠ , получим: 

( ) ( )1 4 13 31 311 322 333 344 322 333
a w w s M Nh s e z z− π = Δ Δ Δ − Δ Δ Δ +  

 

 ( )1 43 13341 322 333 314 322 333 30
1 0.a w w sN Mz z e O

s
− π  + Δ Δ Δ − Δ Δ Δ + =    

  (54) 

Используя формулы (40)–(41), приведем уравнение (54) к следующему 
виду: 

( ) ( ) ( )
2

1 4

1

1 2 3
1 2 1115 15 30

11
16

n

n

x
a w w s

a
x

w w wh s e q t dt O
a s s

− π
  + +    = − + −       

  

( )
2

13 3

1

2 3 4
2 2215 15 30

11
16

n

n

x
M N

a
x

w w wz z q t dt O
a s s

 + +    − − + −      
  

( ) ( ) ( )2
1 4 1 43 13

1

4 2 14 415 15
1

16

n

n

x
a w w s a w w sN M

a
x

w z q t e dt w z e
a s

− π − π

− − ×



  

 ( ) ( )2
4 1

1

2 41 30
1 0.

n

n

x
a w w s

a
x

q t e dt O
s

− π


 × + =   
   (55) 

Основное приближение уравнения (55) имеет вид 

( ) 13 31 4 13 3

2 2
2 16 16

i iM Na w w s M N ike z z e e e
π π

− π π= = ⇔  

 
( )

13 3
,1,

1 4

2 , , .
16k осн

M Niks k k k N
a w w

+
⇔ = = + ∈

−

    (56) 

Из общей теории нахождения корней квазиполиномов вида (56) (см. 
[22, гл. 12; 23]) следует справедливость следующего утверждения. 

Теорема 4. Асимптотика собственных значений дифференциального 
оператора (1)–(7) в секторе, перпендикулярном стороне 1 2D D  индикаторной 
диаграммы, имеет следующий вид: 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2021. № 1 

 34

 ( ) ( )
( )15, ,1

,1 15 301 4

2 1 ,k
k

d nis n k O
a w w k k

  = + +  −    


    (57) 

13 3 , 1,2,3,...
16

M Nk k k+
= + =  

Доказательство. Из формулы Маклоренда следует: 

( )
( )

( ) ( )
( )1 4

,1

15, ,1
1 4 151 4

2exp ...
k

ka w w s

s n

d nie a w w k
a w w k

− π   
= − π + + =   −   


  

( )
33 3 15, ,1

15 30
2 11 ;kM N id n

z z O
k s

 π  = + +  
     

 
( )

( )
,1

1515
1 4

15 15 15 15 16
1 1 11 .

2ks n

a w w
O

s i k k

−   = +  
      (58) 

Подставляя формулы (57), (58) в уравнение (55), вычисляем: 

( ) ( ) ( )13 3
1515

15, ,1 1 2 3 1 4
15 30 15 15 15 15

2 11 1
16 2

kM N id n w w w a w w
z z O

k k a i k

 π  + + −  + + ⋅ − ×       
    

( )
2

1

2 1116 30
1 11

n

n

x

a
x

O q t dt O
k k

    × + + −         
   

( ) ( ) ( )
2

13 3

1

1515
2 3 4 1 4

2 2215 15 15 15 30
11

16 2

n

n

x
M N

a
x

w w w a w w
z z q t dt O

a i k k

 + + −   − − + −     
   

( ) ( )
2

3

1

1515
1 4 2

4 2 1415 15 15 15
1

16 2

n

n

x
N kti

a
x

a w w
w z q t e dt

a i k

− − −






  

 ( )
2

13 13 3

1

2
1 2 41 30

1 0.
n

n

x
M M N kti

a
x

w z z z q t e dt O
k

−


 − + =   



   (59) 

При 01 / k  в уравнении (59) получается верное равенство. Приравнивая 
в уравнении (59) коэффициенты при 151 / k , выводим следующую формулу: 

( ) ( ) ( )
2

13

1

7
7 216 161 4 16 1615, ,1 2 1116 16 1 4

2
216 2

n

n

i
i ix M

k a
x

w w e id n q t dt e e
w w ii

π
π − π

−  = + × −π  

  
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 ( ) ( )
2 2

2 3

1 1

7 2
2 216 162 14 2 41 , 1,2,3,...

n n
N

n n

i ix xMkti kti
a a

x x

q t e dt e e q t e dt k
−

π π− −

× − =

 
 

 (60) 

Применяя формулу (8), находим: 

( ) ( )
7
16 16 16 16

1 47 21 4 3
16 16

2 2 1 3; 1 2 sin .
3 16sin1 16

i

i i
ie i w w

w w
e e

π

− π π
π = = − − = −  π−      

  −   
 

 (61) 

Подставляя формулу (61) в (60), получаем: 

( )
( )7 16

15, ,1

31 sin
16

16kd n

π −  
 = ×

π
 

( ) ( )
2 2

1 1

2 11 2 13
1 3 3sin 2 , 1,2,3,...
3 16 16sin
16

n n

n n

x x

a
x x

q t dt q t kt M dt k

 
 π π  × − + − = π   

    

    (62) 

Находя предел при n→+∞ , из формулы (62) получаем: 

( )
( ) ( )7 16
4

15, ,1

31 sin
16lim

16k
n

d n
→+∞

π −  
 = ×

π
 

( )
2

1

2 13
1 3 21 lim sin 2
3 16 16sin
16

n

n

x

n
x

q t kt M dt
→+∞

 
 π π  × − + − π   

    

  ,  

эта формула дает спектр предельного оператора (1)–(7) с потенциалом дель-
та-функцией. 
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Аннотация. Актуальность и цели. Объектом исследования является выразимость 
рациональных вероятностей путем преобразования булевыми функциями случайных 
величин с распределениями из некоторого начального множества. Одним из важных 
вопросов при исследовании выразимости является конечная порожденность мно-
жеств распределений, т.е. возможности с использованием некоторого конечного 
набора начальных распределений выразить все распределения из требуемого класса. 
В рамках данной работы исследуется конечная порожденность вероятностей, выра-
жаемых пятеричными дробями, при преобразованиях случайных величин функцией 
голосования. Материалы и методы. Для изучения выразительных возможностей 
преобразователей вероятностей используются методы, совмещающие теорию буле-
вых функций и математический анализ, а также элементарная теория чисел. Резуль-
таты. В данной работе показано, что преобразования случайных величин с распре-
делениями из конечного множества с помощью функции голосования не позволяют 
выразить все вероятности, записываемые пятеричными дробями. Выводы. В работе 
доказана бесконечная порожденность класса рациональных вероятностей при преоб-
разованиях функцией голосования, являющейся достаточно мощным преобразовате-
лем вероятностей. Хотя использованные методы не переносятся непосредственно на 
другие важные преобразующие системы (например, «конъюнкция, дизъюнкция»), 
они предоставляют нетривиальный пример доказанной бесконечной порожденности 
класса вероятностей. 
Ключевые слова: бернуллиевская случайная величина, функция голосования, ко-
нечная порожденность, преобразование случайных величин 
Для цитирования: Трифонова Е. Е. О бесконечной порожденности пятеричных дро-
бей в одном классе преобразователей вероятностей // Известия высших учебных за-
ведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2021. № 1. С. 39–48. 
doi:10.21685/2072-3040-2021-1-4 
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Abstract. Background. The object of the research is the expressibility of rational probabilities 
by transforming random variables with distributions from some initial set by Boolean func-
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tions. One of the important questions in the study of expressibility is the finite generation of 
the sets of distributions, i.e. the possibility of expressing all distributions from the required 
class using some finite set of initial distributions. Within the framework of this work, we in-
vestigate the finite generation of probabilities expressed by fivefold fractions when trans-
forming random variables by the voting function. Materials and methods. To study the ex-
pressive capabilities of probability converters, methods are used that combine the theory of 
Boolean functions and mathematical analysis, as well as elementary number theory. 
Results. In this article, it is shown that transformations of random variables with distribu-
tions from a finite set using the voting function do not allow one to express all the probabil-
ities written in fivefold fractions. Conclusions. The work proves the infinite generation of 
the class of rational probabilities under transformations by the voting function, which is a 
rather powerful probability transformer. Although the methods used do not carry over di-
rectly to other important transformative systems (for example, “conjunction, disjunction”), 
they provide a non-trivial example of the proven infinite generation of the probability class. 
Keywords: Bernoulli random variable, majority function, finite generativeness, random 
variable transformation 
For citation: Trifonova E.E. On infinite generativeness of quinary fractions in a class of 
probability transformers. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. Fizi-
ko-matematicheskie nauki = University proceedings. Volga region. Physical and 
mathematical sciences. 2021;1:39–48. (In Russ.). doi:10.21685/2072-3040-2021-1-4 

Введение 
В настоящее время понятие «преобразователя вероятности» – детерми-

нированного устройства, получающего на входе значения случайных величин 
и осуществляющего вычисления с ними, тем самым генерирующего новые 
случайные величины с иными распределениями, регулярно возникает в рабо-
тах различных авторов. Одним из вариантов таких преобразователей являют-
ся «алгебраические» – порождающие новую случайную величину путем при-
менения алгебраических операций к конечному набору случайных величин. 
Свойства таких преобразователей рассматриваются, например, в [1–7]. Дан-
ная работа также посвящена исследованию таких преобразователей для бер-
нуллиевских случайных величин. В качестве преобразующих операций рас-
сматриваются булевы функции. 

Преобразования бернуллиевских случайных величин с рациональными 
вероятностями весьма подробно изучены в работах Р. Л. Схиртладзе,  
Ф. И. Салимова и Р. М. Колпакова. Одним из важных вопросов для множеств 
бернуллиевских распределений является вопрос о конечной порожденности, 
т.е. возможности получения всевозможных бернуллиевских распределений  
с компонентами из заданного множества рациональных чисел путем приме-
нения алгебраических преобразований из заданного класса к случайным ве-
личинам с распределениями из некоторого конечного множества начальных 
распределений. 

Распределение бернуллиевской случайной величины полностью опре-
деляется ее вероятностью обращения в единицу, поэтому далее, говоря о бер-
нуллиевских распределениях, будем отождествлять их с числами из отрезка 
[0;1]. В работах Р. Л. Схиртладзе [7, 8] установлено, что преобразования с 
помощью конъюнкций и дизъюнкций (& и ∨ ) позволяют из единственного 
начального распределения 1

2  породить все множество двоично-рациональ-
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ных распределений. То же верно для троично-рациональных распределений  
и множества начальных распределений { }1 2;3 3 . При этом для простого числа 

r > 3 доказано, что множество начальных распределений { }1 2 1, ,..., r
r r r

−  не 

порождает всего множества r-ично рациональных распределений. В работе 
[7] высказана гипотеза, что для простых r > 3 не существует конечного мно-
жества бернуллиевских распределений, порождающего все множество r-ично-
рациональных распределений. Эта гипотеза до настоящего момента не под-
тверждена и не опровергнута.  

Дальнейшие результаты в этой области были получены Ф. И. Салимо-
вым [9–11]. Он показал, в частности, что множества r-ично-рациональных 
распределений являются конечно порожденными при использовании в каче-
стве системы преобразующих операций набора функций { }1 2 1 3,0,1x x x x∨ . 
При этом в качестве множества начальных распределений можно 

взять{ }1 2 1, ,..., r
r r r

− . 

В работах Р. М. Колпакова показано [12, 13], что для множеств рацио-
нальных бернуллиевских распределений Γ[r1,…,rs], у которых в разложении 
знаменателя на простые множители могут встречаться числа r1, …, rs, отно-
сительно преобразований системой { }&,∨  при s ≥ 2 всегда существуют ко-
нечные множества начальных распределений, порождающие всю совокуп-
ность Γ[r1,…,rs]. Более того, если среди r1, …, rs встречается 2 или 3, в каче-
стве множества начальных распределений можно взять все правильные дроби 
со знаменателем 1 sr r⋅ ⋅ . Также в работе [6] предложены усиления системы 
{ }&,∨  в классе функций, реализуемых контактными схемами, относительно 
которых множества распределений Γ[5] и Γ[7] оказываются конечно порож-
денными. Наконец, в работе [14] предложена система монотонных функций, 
относительно которой множество Γ[r] при любом простом r порождается 
множеством всех правильных дробей со знаменателем r.  

Таким образом, к настоящему моменту вопрос о конечной порожден-
ности множеств Γ[r] относительно системы { }&,∨  при r > 3 остается откры-
тым, но получен ряд результатов о конечной порожденности этого множества 
в более сильных системах. При этом содержательных «отрицательных» ре-
зультатов, свидетельствующих о бесконечной порожденности множеств Γ[r] 
относительно каких-либо систем, практически нет. В настоящей работе мы 
изучаем вопрос конечной порожденности множества Γ[5] относительно пре-
образования функцией голосования (медианой). Хотя полученные результаты 
не позволяют непосредственно сделать какие-то выводы о конечной порож-
денности относительно системы { }&,∨ , они представляют собой пример до-
казанной бесконечной порожденности относительно достаточно мощной 
преобразующей системы: как следует из результатов [15], система из медиа-
ны, так же как и система { }&,∨ , позволяет из конечного множества началь-
ных распределений породить множество, всюду плотное на отрезке [0;1]. 
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1. Определения 

Пусть x – случайная величина, принимающая значения 0 и 1. Если x 
принимает значение 1 с вероятностью p, то вероятность значения 0 равна  
(1 – p), т.е. распределение случайной величины x однозначно определяется 
вероятностью ее обращения в 1. Далее будем считать, что каждой случайной 
величине, принимающей значения 0 и 1, сопоставлено число p ϵ [0;1]. 

Будем рассматривать преобразования, осуществляемые в результате 
подстановки независимых в совокупности случайных величин со значениями 
0 и 1 вместо переменных булевых функций. Если ( )1,..., :nf x x  {0,1}n →{0,1} – 

некоторая булева функция, то вероятностная функция ( )1
ˆ ,..., :nf x x  

[0;1] [0;1]n → , индуцированная булевой функцией ( )1,..., nf x x , определяется 
соотношением 

( )
1 2

1 2

1 2
( , ,..., ): 1

( , ,..., ) 1

ˆ ( , ,..., ) (1 )
n

n

n

n i i i i
x x x i
f x x x

f p p p x p x p
=

=

= + − ∏ . 

Содержательно ( )1
ˆ ,..., nf x x  выражает вероятность того, что случайная 

величина ( )1,..., nf x x  принимает значение 1, если вероятности обращения  
в единицу величин x1,…, xn равны p1,…, pn соответственно. 

Напомним, что булева функция m(x,y,z), определяемая как m(x,y,z) = 
= x&y ˅ y&z ˅ x&z, называется медианой или функцией голосования. Индуци-
рованная медианой функция вероятностей ˆ ( , , )m x y z  выражается следующим 
образом: 

ˆ ( , , ) (1 ) (1 ) (1 ) 2m x y z xyz xy z x yz x y z xy yz xz xyz= + − + − + − = + + − . 

Введем обозначение для множества чисел, выразимых правильными  

r-ичными дробями, где r – простое число: [ ] ,mr m r
r

α
α

 Γ = ≤ α∈Ν 
 

. Тогда,  

в частности, Γ[5] – множество чисел, выразимых с помощью пятеричных 
правильных дробей. 

Также для удобства введем обозначения для некоторых подмножеств 

пятеричных дробей, положив 1 2 5 1(5 ) , ,...,
5 5 5

i
i

i i iA
 − =  
  

 и 
1

(5 )k i
k i

A A
=

= .  

Объектом исследования настоящей работы является выразимость рацио-
нальных вероятностей путем преобразования булевыми функциями (медианой) 
случайных величин с распределениями из некоторого начального множества 

[0;1]G ⊆ . Формально определим множество выразимых вероятностей V(G) 
следующим образом: во-первых, любой элемент g G∈  включается в V(G);  
во-вторых, если g1, g2, g3 уже включены в V(G), то 1 2 3ˆ ( , , )m g g g  также включа-
ется в V(G); иных элементов множество V(G) не содержит. В обозначениях  
работы [1] определенное нами множество V(G) записывается как V{m}(G).  
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В рамках данной работы будем исследовать, выполняется ли равенство 
V(Ak) = Γ[5] для какого-либо k, т.е. можно ли выразить произвольную пяте-
ричную дробь, используя медиану и множество Ak в качестве начального. 

2. Основные утверждения 

Лемма 1. Функция ˆ ( , , )m x y z  является возрастающей по каждому из ар-

гументов на множестве 
31 2

1 1 2 2 3 3

1 5 1 1 5 1 1 5 1; ; ;
5 5 5 5 5 5

kk k

k k k k k k

    − − −× ×     
         

 и прини-

мает минимальное и максимальное значения в точках 
1 2 3

1 1 1, ,
5 5 5k k k

 
 
 

 и 

31 2

1 2 3

5 1 5 1 5 1, ,
5 5 5

kk k

k k k

 − − −
  
 

 соответственно. 

Доказательство. Рассмотрим ˆ ( , , )m x y z как функцию трех переменных. 
Тогда частные производные по каждой из трех переменных могут быть запи-
саны как 

ˆ 2 ,
ˆ 2 ,
ˆ 2 .

x

y

z

m y z yz
m x z xz

m x y xy

 ′ = + −
 ′ = + −
 ′ = + −

 

В особых точках частные производные функции по каждой из трех пе-
ременных должны обращаться в ноль, т.е.: 

2 0,
2 0,
2 0.

y z yz
x z xz
x y xy

+ − =
 + − =
 + − =

 

Отсюда получаем, что особыми являются только точки (0,0,0) и (1,1,1), 

которые не принадлежат области 
31 2

1 1 2 2 3 3

1 5 1 1 5 1 1 5 1; ; ;
5 5 5 5 5 5

kk k

k k k k k k

    − − −× ×     
         

. 

Заметим, что на области определения все частные производные 
больше 0, функция возрастает по каждой из переменных.  

Следовательно, в рассматриваемой области в силу возрастания функ-
ции и отсутствия особых точек внутри нее минимальное значение функция 

принимает в точке 
1 2 3

1 1 1, ,
5 5 5k k k

 
 
 

, а максимальное – в точке 

31 2

1 2 3

5 1 5 1 5 1, ,
5 5 5

kk k

k k k

 − − −
  
 

. □ 

Следствие 1. Пусть 
15k

ax = , 
25k

by = , 
35k

cz =  – правильные дроби. То-

гда справедлива следующая оценка для значения ˆ ( , , )m x y z : 
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3 3 31 2 1 2 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

5 5 5 2 5 5 5 5 5 5 2ˆ , ,
5 55 5 5

k k kk k k k k k

k k k k k k k k k
a b cm+ + + +

 + + − ⋅ ⋅ − − − +≤ ≤ 
 

.  (1) 

Доказательство. Согласно лемме 1 наименьшее значение на дробях со 

знаменателями 15k , 25k , 35k функция m̂ принимает в точке 
1 2 3

1 1 1, ,
5 5 5k k k

 
 
 

, 

тогда  

31 2

1 2 1 3 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 1 1 5 5 5 2ˆ ( , , ) 2
5 5 5 5 5

kk k

k k k k k k k k k k k km x y z + + + + + + +
+ + −≥ + + − ⋅ = . 

Аналогично используем лемму 1 для оценки наибольшего значения: 

3 31 2 1 2

1 2 1 3 2 3

(5 1)(5 1) (5 1)(5 1) (5 1)(5 1)ˆ ( , , )
5 5 5

k kk k k k

k k k k k km x y z + + +
− − − − − −≤ + + −  

3 1 2 3 31 2 1 2

1 2 3 1 2 3

(5 1)(5 1)(5 1) 5 5 5 5 22
5 5

k k k k kk k k k

k k k k k k

+ +

+ + + +
− − − − − − +− ⋅ = . □ 

Утверждение 1. Если 
15k

ax = , 
25k

by = , 
35k

cz =  – несократимые пра-

вильные дроби, 1 2 3, ,k k k N∈ , то значение ˆ ( , , )m x y z  не может быть пред-

ставлено в виде 
5h
B , где B N∈ , h < k1 + k2 + k3. 

Доказательство. Предположим, что ˆ ( , , )
5h
Bm x y z = , где h < k1 + k2 + k3, 

тогда 1 2 3 ˆ5 ( , , )mod5 0k k k m x y z+ + ⋅ = . Подставляя значения x, y, z в функцию m̂ , 
получим равенства: 

3 1 2
1 2 3 1 2 3

1 2 3

5 5 5 2ˆ ( , , ) 5 mod5 5 mod5
5

k k k
k k k k k k

k k k
ab bc ac abcm x y z + + + +

+ +
+ + −⋅ = ⋅ =  

3 1 25 5 5 2 mod5 2 mod5k k kab bc ac abc abc= ⋅ + ⋅ + ⋅ − = − . 

Тогда, если наше предположение верно, то 2abc mod 5 = 0. Это может 
быть выполнено, только если a, b или c равны нулю mod 5. Однако это не-

возможно, поскольку по условию дроби 
15k

a , 
25k

b , 
35k

c являются несократи-

мыми и правильными.  
Отсюда получаем, что значение ˆ ( , , )m x y z  не может быть представлено 

в виде
5h
B , где h < k1 + k2 + k3. □ 

Утверждение 2. Для любых чисел 1 2 3, ,k k k N∈ , удовлетворяющих  

k1 + k2 + k3 = l, выполняется: 31 2 35 5 5 3 5
l

kk k
 
  + + ≥ ⋅ . 
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Доказательство. Функция ( ), , 5 5 5x y zx y zϕ = + +  возрастает по каж-
дой из переменных. Так как k1 + k2 + k3 = l, то возможны два варианта: 

1. Одно из значений 1 2 3, ,k k k  больше 3
l 
  

. 

2. Выполнено условие 1 2 3, , 3
lk k k  ≤   

. 

Рассмотрим первый случай. Без нарушения общности можно считать, 

что 1 3
lk  >   

. Тогда получаем:  

3 31 2 2 3 335 5 5 5 5 5 5 5 5 3 5
l ll

k kk k k
 
  

   
   + + ≥ ⋅ + + > ⋅ > ⋅ , 

что доказывает утверждение в первом случае. 
Рассмотрим второй случай, когда 1 2 3, , 3

lk k k  ≤   
. Это возможно только 

в том случае, когда l  делится на 3 и 1 2 3 3
lk k k= = = . Тогда получаем:  

31 2 335 5 5 3 5 3 5
ll

kk k
 
  + + = ⋅ = ⋅ , 

что доказывает утверждение во втором случае.□ 
Отметим, что утверждение 2 частично следует из S-выпуклости функ-

ции ( ), ,x y zϕ  (см. [16]), однако во всей полноте его проще доказать непо-
средственно, чем выводить из более общих свойств. 

Утверждение 3. Для любого ,l N∈  3,l >  найдется такое D, что 
5l
D  не 

представимо в виде 
1 2 3

ˆ , ,
5 5 5k k k
a b cm 

 
 

, где 
1 2 3

, ,
5 5 5k k k
a b c  – несократимые пра-

вильные дроби, a, b, c, k1, k2, k3 ϵ N. 

Доказательство. Положим 33 5 3
l

D
 
  = ⋅ − . Очевидно, что 

5l
D  является 

правильной несократимой дробью. 

Предположим, что дробь 
5l
D  может быть выражена путем применения 

ˆ ( , , )m x y z  к трем пятеричным дробям со знаменателями 15k , 25k , 35k , и рас-
смотрим различные случаи соотношения между k1 + k2 + k3 и l.  

Если l = k1 + k2 + k3, то по утверждению 2 и следствию 1 получаем: 

31 2

1 2 3

33 5 2 5 5 5 2 ˆ , ,
5 5 5 5 5 5

l
kk k

l l l k k k
D a b cm

 
    ⋅ − + + −< ≤ ≤  

 
. 

Таким образом, случай k1 + k2 + k3 = l невозможен. 
Из утверждения 1 вытекает невозможность случая l < k1 + k2 + k3. 
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Наконец, если предположить, что l > k1 + k2 + k3, и при этом выполнено 

равенство 
1 2 3 1 2 3

ˆ , ,
55 5 5 5k k k k k k l

a b c B Dm + +
 

= = 
 

, то 1 2 3( )5l k k kD B − + += ⋅ , откуда 

mod5 0D = , что противоречит тому, что 
5l
D  – несократимая дробь. 

Следовательно, ни для каких a, b, c, k1, k2, k3 нельзя представить дробь 

33 5 3
5

l

l

 
  ⋅ −  в виде 

1 2 3
ˆ , ,

5 5 5k k k
a b cm 

 
 

. Утверждение доказано. □ 

Теорема 1. Для любого k N∈  имеет место V(Ak) ≠ Γ[5]. 
Доказательство. Пусть задано какое-то k. Возьмем l = k + 1. Тогда 

дробь 
33 5 3
5

l

l

 
  ⋅ − , очевидно, будет являться правильной и несократимой. 

Представим все дроби, содержащиеся в kA , в несократимом виде. Тогда для 

33 5 3
5

l

l

 
  ⋅ −  выполняется следующее: 

1. Она не лежит в kA , поскольку l > k. 
2. Если бы она принадлежала ( )kV A , то в силу утверждения 1 она 

должна выражаться путем подстановки в ˆ ( , , )m x y z  элементов из kA . Однако 
последнее невозможно в силу следствия 1 (см. доказательство утв. 3). 

Следовательно, по определению 
33 5 3 ( )
5

l

kl V A

 
  ⋅ − ∉ . Отсюда получаем, 

что ( ) [5]kV A ≠ Γ , какое бы k мы не взяли. Теорема доказана.□ 
Следствие 2. Какую бы конечную систему [5]G ⊂ Γ  мы ни взяли, вы-

полняется неравенство ( ) [5]V G ≠ Γ . 

Заключение 
Таким образом, в данной работе было показано, что с помощью функ-

ции, индуцированной медианой, и конечного множества пятеричных дробей 
невозможно выразить произвольную пятеричную дробь. 
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Базовые автоморфизмы картановых слоений,  
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1 

Аннотация. Актуальность и цели. Работа посвящена исследованию групп базовых 
автоморфизмов ( , )BA M F  картановых слоений ( , )M F , накрытых расслоениями, и 
нахождению достаточных условий для существования в ( , )BA M F  структуры конеч-
номерной группы Ли. Класс картановых слоений, накрытых расслоениями, достаточ-
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Введение 
 Одним из основных объектов, ассоциированных с геометрической 

структурой на гладком многообразии, является его группа автоморфизмов. 
Во введении к монографии Ш. Кобаяси [1] подчеркнуто, что существование 
структуры конечномерной группы Ли в группе автоморфизмов многообразия 
с геометрической структурой является одной из центральных проблем диф-
ференциальной геометрии. 

Как известно, решенная 5-я проблема Гильберта посвящена нахожде-
нию условий, при которых топологическая группа допускает структуру груп-
пы Ли [2]. Из многочисленных работ Э. Картана, Р. Майера, H. Стинрода,  
К. Номидзу, Ш. Кабаяси, Ш. Эресмана и других авторов известно, что группы 
автоморфизмов многих геометрических структур являются группами Ли пре-
образований (см. обзор [3]). 

Пространства, которые сейчас называются картановыми геометриями, 
были введены Э. Картаном в 1920-х гг. Теория картановых геометрий изло-
жена в монографиях А. Чапа, Я. Словака [4], Р. В. Шарпе [5], М. Крампина  
и Д. Саундерса [6]. В настоящее время картановы геометрии и картановы 
слоения исследуются многими математиками и находят применение в раз-
личных физических теориях (см. например, [7–10]). 

Пусть ( , )M F  – гладкое слоение. Напомним, что голономно инвариант-
ная геометрическая структура на многообразии M  называется трансверсаль-
ной к слоению ( , )M F . Другое, эквивалентное определение трансверсальной 
геометрической структуры, в качестве которой выступает картанова геометрия, 
дано в разд. 1. В теории слоений с трансверсальными картановыми геометрия-
ми в качестве морфизмов рассматриваются локальные диффеоморфизмы, пе-
реводящие слои в слои и сохраняющие трансверсальную геометрию (см. раз-
дел 1). Категория картановых слоений обозначается через Cℑ . 

Данная работа посвящена исследованию групп автоморфизмов карта-
новых слоений, т.е. слоений, допускающих в качестве трансверсальной 



University proceedings. Volga region. Physics and mathematics sciences. 2021;1 

 51

структуры картанову геометрию. Изучение картановых слоений мотивирова-
но тем, что такие широкие классы слоений, как параболические, конформ-
ные, проективные, псевдоримановы, лоренцевы, вейлевы, трансверсально од-
нородные слоения и слоения с трансверсальной линейной связностью, – при-
надлежат к классу картановых слоений. Поэтому исследование картановых 
слоений позволяет с единой точки зрения изучать общие свойства указанных 
слоений, в то время как многие авторы изучают их по отдельности. 

Пусть ( , )A M F  – полная группа автоморфизмов картанова слоения 
( , )M F  в категории Cℑ . Группа ( , ) : { ( , ) | ( ) }LA M F f A M F f L L L Fα α α= ∈ = ∀ ∈  
является нормальной подгруппой ( , )A M F  и называется группой слоевых ав-
томорфизмов слоения ( , )M F . Факторгруппа  ( , ) / ( , )LA M F A M F  называет-
ся группой базовых автоморфизмов и обозначается через ( , )BA M F . Под-
черкнем, что группа базовых автоморфизмов ( , )BA M F  картанова слоения 
( , )M F  является инвариантом в категории картановых слоений .CF  

Мы исследуем группы базовых автоморфизмов ( , )BA M F  картановых 
слоений ( , )M F , накрытых расслоением, и находим достаточные условия для 
существования в группе ( , )BA M F  структуры конечномерной группы Ли. 
Дж. Лесли, впервые решил подобную задачу для гладких слоений на ком-
пактных многообразиях и рассмотрел приложение к слоениям с трансвер-
сальной G -структурой. Для слоений с полными трансверсально проектируе-
мыми аффинными связностями данная проблема решалась И. В. Белько [11]. 
Группы базовых автоморфизмов полных слоений с эффективными трансвер-
сальными жесткими геометриями исследованы Н. И. Жуковой [12], ею вве-
ден алгебраический инвариант, названный структурной алгеброй Ли слоения, 
и доказано, что равенство данного инварианта нулю является достаточным 
условием для того, чтобы группа базовых автоморфизмов данного класса 
слоений допускала структуру конечномерной группы Ли. В статье [13] ис-
следовалось существование структуры группы Ли в группах базовых авто-
морфизмов картановых слоений, моделируемых на неэффективных картано-
вых геометриях. 

1. Основные результаты 
Среди картановых слоений выделяются слоения, накрытые расслое-

ниями. 
Определение 1. Cлоение ( , )M F  называется накрытым расслоением, 

если слоение ( , )M F  , индуцированное на пространстве универсального 
накрывающего отображения :k M M→  , образовано слоями локально триви-
ального расслоения :r M B→ . 

Следующая теорема описывает глобальную структуру картанова слое-
ния, накрытого расслоением. 

Теорема 1. Пусть ( , )M F  – картаново слоение, моделируемое на кар-
тановой геометрии ξ, накрытое расслоением :r M B→ , где :k M M→   – 
универсальное накрытие. Тогда: 
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1) существует регулярное накрывающее отображение ˆ:k M M→  такое, 
что индуцированное слоение F̂  образовано слоями локально тривиального 
расслоения ˆ:r M B→  над односвязным многообразием B , причем ξ  инду-
цирует на B  картанову геометрию η , локально изоморфную ξ ; 

2) определен эпиморфизм 1: ( , ) ,M xχ π →Ψ  ,x M∈  фундаментальной 
группы 1( , )M xπ  на подгруппу Ψ  группы Ли автоморфизмов ( , )Aut B η  кар-
танова многообразия ( , )B η ; 

3) группа накрывающих преобразований накрытия ˆ:k M M→  изо-
морфна группе Ψ . 

Определение 2. Группа ( , )M FΨ = Ψ , удовлетворяющая теореме 1, 
называется глобальной группой голономии картанова слоения ( , )M F , накры-
того расслоением. 

Мы приводим подробное доказательство следующей теоремы, приве-
денной без доказательства в статье [13, Proposition 8]. Эта теорема устанавли-
вает связь между группой базовых автоморфизмов ( , )BA M F  картанова слое-
ния ( , )M F , накрытого расслоением, и его глобальной группой голономии Ψ. 

Теорема 2. Пусть ( , )M F  – картаново слоение, накрытое расслоением 
ˆ:r M B→ , где B  – односвязное картаново многообразие. Предположим, что 

глобальная группа голономии Ψ  является дискретной подгруппой группы 
Ли ( , )Aut B η . Пусть ( )N Ψ  – нормализатор Ψ  в группе ( , )Aut B η . Тогда 
группа базовых автоморфизмов ( , )BA M F  является группой Ли изоморфной 
открыто-замкнутой подгруппе Ли фактор-группы ( ) /N Ψ Ψ  и 
dim( ( , )) dim( ( ) / )BA M F N= Ψ Ψ . Структура группы Ли в группе ( , )BA M F  
единственна. 

Следующая теорема указывает способ вычисления групп базовых  
автоморфизмов для картановых слоений с интегрируемой связностью  
Эресмана. 

Теорема 3. Пусть ( , )M F  – картаново слоение с интегрируемой связ-
ностью Эресмана Q . Тогда: 

1) существует регулярное накрытие :k M M→   такое, что 0M L B= × , 
где 0L  – многообразие, диффеоморфное любому слою с тривиальной груп-
пой голономии, а B  – односвязное многообразие, причем индуцированное 
слоение F k F= ∗  образовано слоями канонической проекции 0:r L B В× →  
на второй сомножитель, а на B  индуцирована картанова геометрия η , отно-
сительно которой k  – морфизм картановых слоений ( , )M F  и ( , )M F  ; 

2) слоение ( , )M F  является ( ( , ), )Aut B Bη -слоением; 
3) если, кроме того, глобальная группа голономии Ψ  является дис-

кретной подгруппой группы Ли ( , )Aut B η  и нормализатор ( )N Ψ  равен цен-
трализатору ( )Z Ψ  группы Ψ  в ( , )Aut B η , то имеет место равенство 

( , ) ( ) /BA M F N≅ Ψ Ψ . 
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Используя теорему 3, мы строим пример вычисления группы базовых 
автоморфизмов некоторого конформного слоения произвольной коразмерно-
сти q , где 3q ≥  на ( 1)q + -мерном многообразии. Другие примеры построе-
ны в [13]. 

2. Категория картановых слоений 
Категория картановых геометрий. Пусть G  и H  – группы Ли с ал-

гебрами Ли ℊ и   соответственно, причем H  – замкнутая подгруппа в G . 
Главное H -расслоение ( , )P N H  над гладким многообразием N  с проекцией 

:p P N→  и ℊ-значной 1-формой 1( ,Pω∈Ω ℊ) называется картановой гео-
метрией на N  типа ( , )G H , если выполнены следующие условия: 

c1) отображение :u uT Pω →ℊ u P∀ ∈  – изоморфизм векторных про-
странств; 

c2) ( )A A∗ω =  для любого A∈ , где *A  – фундаментальное векторное 
поле; 

c3) форма ω  является H -эквивариантной, т.е. * 1( )h GR Ad h−ω = ω  для 
каждого h H∈ , где :GAd H GL→ (ℊ) – присоединенное представление под-
группы Ли H G⊂  в алгебре Ли ℊ. При этом ℊ-значная форма ω  называется 
картановой связностью. Будем обозначать картанову геометрию типа ( , )G H  
через ( ( , ), )P N Hξ = ω . Пара ( , )N ξ – картаново многообразие. 

Максимальная нормальная подгруппа K  группы G , содержащаяся  
в H , называется ядром пары ( , )G H . Обозначим алгебру Ли группы K  через 
κ. Картанова геометрия ( ( , ), )P N Hξ = ω  типа ( , )G H , моделируемая на паре 
групп Ли ( , )G H , называется эффективной, если ядро K  пары ( , )G H  триви-
ально. Далее предполагаем, что все рассматриваемые картановы геометрии 
являются эффективными. 

Пусть ( ( , ), )P N Hξ = ω  и ( ( , ), )P N H′ ′ ′ ′ξ = ω  – две картановых геометрии 
со структурной группой H. Морфизмом из ξ  в ′ξ  называют гладкое отобра-

жение : P P′Γ → , для которого * ′Γ ω = ω  и a aR RΓ = Γ  , a H∈ . Категорию 
картановых геометрий обозначим через Car . Если ( , )Mor ′Γ∈ ξ ξ , тогда про-
екция : N N ′γ →  определена равенством p p′ Γ = γ  , где :p P N→  и 

:p P N′ ′→  – проекции, соответствующие H -расслоениям. 
Проекция γ  называется автоморфизмом картановых многообразий 

( , )N ξ  и ( , )N ′ ′ξ . Обозначим через ( , )Aut N ξ  группу всех автоморфизмов 
картанова многообразия ( , )N ξ , а через ( )A ξ  – группу всех автоморфизмов 

картановой геометрии ξ . Пусть *( , ) : { ( ) | }A P Diff Pω = Γ∈ Γ ω= ω  – группа ав-
томорфизмов параллелизуемого многообразия ( , )P ω , которая, как известно, 
является группой Ли, причем dim( ( , )) dimA P Pω ≤ . Заметим, что 

( ) { ( , ) | }a aA A P R Rξ = Γ∈ ω Γ = Γ   – замкнутая подгруппа группы Ли 
( , )A P ω . Следовательно, ( )A ξ  является группой Ли, причем определено 

отображение : ( ) ( , ) :A Aut Nσ ξ → ξ Γ γ , где γ  – проекция автоморфизма Γ  
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на N , которое в силу эффективности картановой геометрии является изо-
морфизмом групп Ли. 

Картановы слоения. Пусть N  – гладкое q-мерное, возможно не связ-
ное, многообразие; M  – гладкое n-мерное многообразие, где 0 q n< < . Пред-
положим, что многообразие N  наделено картановой геометрией 

( ( , ), )P N Hξ = ω . Пусть :p P N→  – проекция H -расслоения. На каждом от-
крытом подмножестве V N⊂  индуцирована картанова структура 

( ( , ), )V V VP V Hξ = ω  типа ( , )G H  такая, что 1: ( )VP p V−=  и : |
VV Pω = ω . 

Напомним, что ( , )N ξ -коциклом на M  называется семейство 

,{ , ,{ }}i i i j Jij
U f ∈ς = γ , удовлетворяющее следующим условиям: 

1) { | }iU i J∈  – открытое покрытие многообразия M  открытыми связ-
ными подмножествами iU  из M , а :i if U N→  – субмерсии со связными 
слоями; 

2) если ,i jU U∩ ≠∅  ,i j J∈ , то существует изоморфизм 

( ) ( ):
j i j i i jij f U U f U U∩ ∩Γ ξ → ξ  картановых геометрий, индуцированных на от-

крытых подмножествах ( )j i jf U U∩  и ( )i i jf U U∩  такой, что проекция ijγ  
изоморфизма ijΓ  удовлетворяет равенству i ij jf f= γ   на ,i jU U∩ ≠∅  
,i j J∈ ; 

3) если ,i j kU U U∩ ∩ ≠∅  , ,i j k J∈ , то ij jk ikγ γ = γ  для любого 

i j kx U U U∈ ∩ ∩  и 
iii Uidγ = . 

Два ( , )N ξ -коцикла называются эквивалентными, если cуществует 
( , )N ξ -коцикл, содержащий оба этих коцикла.  

Пусть { } ,
, ,{ }i i ij i j J

U f
∈

 γ  
 – класс эквивалентности ( , )N ξ -коцикла на 

многообразии M , содержащий коцикл ς . Класс эквивалентности ( , )N ξ -
коциклов задает картаново слоение на многообразии M , следующим обра-
зом. Пусть семейство 1{ ( ) | , }i if v v V i J−Σ = ∈ ∈  образует базу некоторой топо-
логии τ  в M . Компоненты линейной связности топологического простран-
ства ( , )M τ  образуют разбиение : { | }F L Jα= α∈  многообразия M . Пара 
( , )M F  называется картановым слоением коразмерности q  моделируемым 
на картановой геометрии ( ( , ), )P N Hξ = ω , которая называется транс-
версальной для слоения ( , )M F . Подмножество |L Jα α∈  называются слоя-
ми слоения ( , )M F . При этом говорят, что ( , )M F  задано ( , )N ξ -коциклом ς . 

Морфизмы картановых слоений. Пусть ( , )M F  и ( , )M F′ ′  – картано-

вы слоения, определенные ( , )N ξ -коциклом { }, ,{ }i i ijU fς = γ  и ( , )N ′ ′ξ -

коциклом { }, ,{ }i i ijU f′ ′ ′ ′ς = γ  соответственно. Все объекты, относящиеся к ′ς , 
отмечены штрихом. 
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Пусть :f M M ′→  – гладкое отображение, которое является изомор-
физмом в категории . Следовательно, для любых x M∈  и : ( )y f x=  су-
ществуют окрестности kU x∋  и 'sU y∋  из ς  и ′ς  соответственно и диф-
феоморфизм : k sV V ′ϕ → , где : ( )k k kV f U=  и : ( )s s sV f U′ ′ ′=  удовлетворяют со-
отношениям ( )k sf U U ′=  и |

kk s Uf f f′ϕ =  . Далее мы будем использовать 

следующие обозначения: : |
kk VP P= , : |

ss VP P
′′ ′′=  и : |

kk Pp p= , '' : |
ss Pp p= . 

Говорят, что f  сохраняет трансверсальную картанову геометрию, если 
каждый такой диффеоморфизм : k sV V ′ϕ →  является изоморфизмом индуци-
рованных картановых геометрий ( , )

kk VV ξ  и ( , )
ss VV ′′ ′ξ , т.e. если существует 

изоморфизм : k sP P′Φ →  в категории Car , удовлетворяющий коммутативной 
диаграмме (рис. 1). 

 

 
Рис. 1 

 
Подчеркнем, что в силу эффективности трансверсальной картановой 

геометрии с данной проекцией ϕ  существует единственный изоморфизм 
: k sP P′Φ →  в категории Car . Данное определение Φ  корректно, т.е. не зави-

сит от выбора окрестностей kU  и sU ′  из ς  и ′ς . 
Определение 3. Под морфизмом двух картановых слоений ( , )M F  и 

( , )M F′ ′  понимается локальный диффеоморфизм :f M M ′→ , отображаю-
щий слои в слои и сохраняющий трансверсальную картанову структуру. Ка-
тегория Cℑ , объектами в которой являются картановы слоения, а морфизма-
ми – морфизмы картановых слоений, называется категорией картановых 
слоений. 

3. Связность Эресмана для слоений 
 Слоения со связностью Эресмана. Р. А. Блюменталь и Дж. Дж. Хе-

бда [14] ввели понятие связности Эресмана для слоения ( , )M F  как есте-
ственное обобщение связности Эресмана для субмерсий. Пусть ( , )M F  – 
слоение коразмерности q ; Q  – гладкое q -мерное распределение на M , 
трансверсальное к слоению F . Кусочно-гладкие интегральные кривые рас-
пределения Q  называются горизонтальными, а кусочно-гладкие кривые в 
слое называются вертикальными. Кусочно-гладкое отображение H  квадрата 
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1 2I I×  в M  называется вертикально-горизонтальной гомотопией, если кри-
вая 

2{ }| s IH ×  является вертикальной для любого 1s I∈  и кривая 
1 { }|I tH ×  явля-

ется горизонтальной для любого 2t I∈ . В этом случае пара путей 

1 2{0} {0}( | ; | )I IH H× ×  называется базой H .  
Известно, что существует не более одной вертикально-горизонтальной 

гомотопии с данной базой. Распределение Q  называется связностью Эре-
смана для слоения ( , )M F , если для любой пары путей ( , )hσ  в M  с общей 
начальной точкой (0) (0)hσ = , где σ  – горизонтальная кривая, а h  – верти-
кальная кривая, существует вертикально-горизонтальная гомотопия H  с ба-
зой ( , )hσ . 

Простое слоение со связностью Эресмана. Пусть f:M→N – субмерсия 
со связными слоям. Напомним, что слоение 1{ ( ), }F p z z N−= ∈ , образованное 
слоями субмерсии, называется простым слоением. Пусть ( , )M F  – произ-
вольное гладкое слоение связностью Эресмана. Если существует его накры-
тие ˆ ˆ:k M M→  такое, что поднятое слоение ˆ ˆ( , )M F  является простым, то 
слоение ( , )M F  накрыто расслоением. 

4. Классы слоений, накрытых расслоениями 
( , )X G -слоения со связностью Эресмана. Пусть X  – гладкое связное 

многообразие, G  – группа Ли диффеоморфизмов многообразия X . Напо-
мним, что действие группы G  на многообразии X  называется квазианали-
тическим, если для любого открытого подмножества U X⊂  и элемента 
g G∈  равенство | |U Ug id=  влечет g e= , где e  – тождественное преобразо-
вание в X . 

Предположим, что группа диффеоморфизмов G  многообразия X  дей-
ствует на N квазианалитически. Слоение ( , )M F , заданное ( , )N ξ -коциклом 

{ } ,
, ,{ }i i ij i j J

U f
∈

γ , называется ( , )X G -слоением, если для каждого 

,i jU U∩ ≠∅  ,i j J∈  существует элемент g G∈ , удовлетворяющий равен-
ству ( )|

j i jij f U Ug ∩γ = . Если, кроме того, ( , )X ξ  – картаново многообразие и 

группа G  – подгруппа группы автоморфизмов ( , )Aut X ξ , то ( , )M F  – карта-
ново ( , )X G -слоение. Из работы [7, раздел VI] следует, что картановы 
( , )X G -слоения со связностью Эресмана накрыты расслоениями. 

 Картановы слоения с нулевой трансверсальной кривизной. Карта-
ново слоение ( , )M F  типа ( , )G H , трансверсальная картанова кривизна кото-
рого равна нулю, является ( , / )G G H -слоением и, если слоение ( , )M F  имеет 
связность Эресмана, оно накрыто расслоением. Следовательно, все получен-
ные результаты справедливы для картановых слоений с нулевой трансвер-
сальной кривизной, допускающих связность Эресмана. 

Конформные слоения коразмерности q , 3q ≥ . Согласно [12, теоре-
ма 5] любое конформное слоение коразмерности q , 3q ≥ , не являющееся 
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римановым слоением и обладающее связностью Эресмана, накрыто расслое-
нием и поэтому входит в класс исследуемых слоений. 

Слоения с интегрируемой связностью Эресмана. Напомним, что 
связность Эресмана Q  для слоения ( , )M F  называется интегрируемой, если 
интегрируемо распределение Q . Слоения с интегрируемой связностью Эре-
смана накрыты расслоениями и входят в исследуемый нами класс слоений. 

Надстроечные слоения. Конструкция надстроечного слоения предло-
жена А. Хeфлигером и подробно описана в [15]. Заметим, что надстроечные 
слоения образуют класс слоений c интегрируемой связностью Эресмана и 
накрыты расслоениями. 

Картаново слоение коразмерности 1q = . Любое гладкое одномерное 
распределение интегрируемо, поэтому картаново слоение ( , )M F  коразмер-
ности 1, допускающие связность Эресмана, накрыто расслоением. 

5. Доказательство основных теорем 
Регулярные накрывающие отображения 
Определение 4. Пусть :f M B→  – субмерсия. Говорят, что q , 

ˆ ( )h Diff M∈ , лежит над ( )h Diff B∈  относительно f , если ˆh f f h=  . 
Пусть :k K K→   – универсальное накрывающее отображение, где K  

и K  – гладкие многообразия. По аналогии с теоремой 28.10 из [16] нетрудно 
показать, что для любого ( )h Diff K∈  существует диффеоморфизм 

( )h Diff K∈  , лежащий над h . Для произвольного накрывающего отображе-
ния аналогичное утверждение, вообще говоря, не верно. Нетрудно доказать 
следующий критерий существования поднятий произвольных диффеомор-
физмов относительно регулярных накрытий. 

Предложение 1. Пусть ˆ ˆ:k K K→  – гладкое регулярное накрывающее 
отображение с группой накрывающих преобразований Γ . Диффеоморфизм 
ˆ ˆ( )h Diff K∈ лежит над некоторым диффеоморфизмом ( )h Diff K∈  тогда и 

только тогда, когда он удовлетворяет равенству ˆ ˆh hΓ = Γ  . 
Доказательство теоремы 1. Предположим, что ( , )M F  – картаново 

слоение, моделируемое на эффективной картановой геометрии 
( ( , ), )P N Hξ = ω , накрыто расслоением :r M B→ , и :k M M→   – универ-

сальное накрытие. Расслоение :r M B→  имеет связные слои и односвязное 
многообразие M . Применяя точную гомотопическую последовательность 
для этого расслоения, мы получаем, что его базовое многообразие B  также 
односвязно. 

Для произвольной точки b B∈  рассмотрим 1( )y r b−∈   и ( )x k y=  . Не 
нарушая общности, считаем, что существует окрестность iU , ix U∈ , из 

( , )N ξ -коцикла { } ,
, ,{ }i i ij i j J

U f
∈

γ , задающего слоение ( , )M F , и окрестность 

iU , iy U∈  , такая, что | :
i i iUk U U→   – диффеоморфизм. 
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Пусть : ( )i iV r U=  . Тогда определен диффеоморфизм : i iV Vϕ → , удовле-
творяющий равенству | |

i iiU Ur f kϕ =   . Подчеркнем, что диффеоморфизм ϕ  

индуцированной картановой геометрии 
iVη   на iV  будет также изоморфизмом 

( , )
ii VV η   и ( , )

ii VV ξ  в категории картановых геометрий . Прямая проверка 

показывает, что определенная на B геометрия η  является картановой, причем 
| ,

i iV V i Jη = η ∈  . Таким образом, утверждение (1) доказано. 

Зафиксируем точки 0x M∈  и 1
0 0( )y k x M−∈ ∈  . Тогда фундаменталь-

ная группа 1 0( , )M xπ  действует на универсальном накрывающем простран-
стве M  как группа накрывающих преобразований 1 0( , )G M x≅ π  накрытия 
k . Так как G  сохраняет индуцированное слоение ( , )M F  , образованное сло-
ями расслоения :r M B→ , то каждое преобразование Gψ∈   определяет 
диффеоморфизм ( )Diff Bϕ∈  многообразия B , удовлетворяющий равенству 
r rψ = ψ   . Отображение : :Gχ →Ψ ψ ψ    – эпиморфизм групп и утвер-
ждение (2) доказано.  

Заметим, что G  – подгруппа группы автoморфизмов ( , )A M F   слоения 
( , )M F   в категории . Следовательно Ψ  – подгруппа группы автоморфиз-
мов ( , )Aut B η  в категории картановых геометрий . Ядро ker( )χ  отобра-
жения χ  определяет фактор-многообразие ˆ : / ker( )M M= χ  с фактор-

отображением ˆ ˆ:k M M→  и фактор-группой )ker(/~:ˆ χGG =  такой, что 
ˆˆ /M M G≅ . Фактор-отображение ˆ:k M M→  – регулярное накрывающее 

отображение, причем Ĝ  действует на M̂  как группа накрывающих преобра-
зований. Отображение ˆ: : ker( ) ( ),Gθ →Ψ ψ⋅ χ χ ψ   ,Gψ∈   – изоморфизм 
групп, (3) доказано. ⬛  

Cлоеное расслоение. Пусть ( , )M F  – картаново слоение, моделируе-
мое на картановой геометрии ( ( , ), )P N Hξ = ω  типа ( , )G H . Тогда определено 
главное H -расслоение с проекцией : Mπ ℜ→ , H -инвариантное слоение 
( , )ℜ ℑ  и ℊ-значная H -эквивариантная 1-форма β  на ℜ , удовлетворяющие 
следующим условиям: 

(i) *( )A Aβ =  для любого A∈ ; 
(ii) отображение :u uTβ ℜ→ , u∈ℜ , сюръективно, причем 

ker ( )u uTβ = ℑ ; 
(iii) слоение ( , )ℜ ℑ  – трансверсально параллелизуемое; 
(iv) 0XL β =  для каждого векторного поля X , касательного к слоению 

( , )ℜ ℑ . 
Главное H -расслоение ( , )M Hℜ  называется слоеным расслоением,  

а слоение ( , )ℜ ℑ  поднятым слоением для картанова слоения ( , )M F . 
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Eсли поднятое слоение ( , )ℜ ℑ  образовано слоями локально тривиаль-
ного расслоения :b Wπ ℜ→ , то /W =ℜ ℑ  – гладкое многообразие, на кото-

ром индуцированы ℊ-значная 1-форма β , причем * :bπ β = β , и локально сво-
бодное действие группы Ли H  на W . При этом ( , )W β  – параллелизуемое 
многообразие и ( , )A W β  – группа Ли его автоморфизмов, свободно действу-

ющая на W . Далее, через ( , )HA W β  обозначается замкнутая подгруппа Ли 
группы Ли ( , )A W β , образованная преобразованиями, коммутирующими с 
индуцированным действием группы Ли H  на W . 

Доказательство теоремы 2. Предположим, что картаново слоение 
( , )M F  накрыто расслоением. Тогда, слоение ( , )M F  , индуцированное на 
пространстве универсального накрывающего отображения :k M M→  , опре-
делено слоями локально тривиального расслоения :r M B→ . Благодаря тео-
реме 1 определены регулярное накрывающее отображение ˆ:k M M→  и ло-
кально тривиальное расслоение ˆ:r M B→ , причем B  – односвязное много-
образие с индуцированной картановой геометрией η . Пусть Ψ  – глобальная 
группа голономии слоения ( , )M F , тогда Ψ  изоморфна группе накрываю-
щих преобразований G накрытия ˆ:k M M→ . Так как многообразие M  одно-
связно, то существует универсальное накрывающее отображение ˆ ˆ:k M M→ , 
удовлетворяющее равенству ˆk k k=  . Пусть G , G  и Ĝ  – группы накрыва-
ющих преобразований для накрывающих отображений k , k  и k̂  соответ-
ственно, причем ˆ/G G GΨ ≅ ≅  . 

Рассмотрим следующие прообразы H -расслоения ℜ  относительно  
k  и k : 

*: {( , ) | ( ) ( )}x u M k x u kℜ = ∈ ×ℜ = π = ℜ     и 

*ˆ ˆˆ ˆ: {( , ) | ( ) ( )}x u M k x u kℜ = ∈ ×ℜ = π = ℜ . 

Заметим, что  

: : ( , ) ( ( ), )x u k x uθ =ℜ→ℜ      ( , )x u∀ ∈ℜ , 

ˆ ˆ ˆ: : ( , ) ( ( ), )x u k x uθ =ℜ→ℜ   ˆˆ( , )x u∀ ∈ℜ , 

ˆˆ ˆ: : ( , ) ( ( ), )x u k x uθ =ℜ→ℜ    ( , )x u∀ ∈ℜ  –  

регулярные накрывающие отображения с группами накрывающих преобра-
зований G , G  и Ĝ  соответственно. Более того, GΓ ≅  , GΓ ≅  и ˆˆ GΓ ≅ . 

Пусть ( , )ℜ ℑ   и ˆ ˆ( , )ℜ ℑ  соответствующие поднятые слоения. Так как 
( , )M F   и ˆ ˆ( , )M F  являются простыми слоениями, то ( , )ℜ ℑ   и ˆ ˆ( , )ℜ ℑ   также 
простые слоения, которые образованы локально тривиальными расслоениями 

:b Wπ ℜ→   и ˆ ˆˆ :b Wπ ℜ→ . Следовательно, 0 ( , ) 0g ℜ ℑ =  , 0 ˆ ˆ( , ) 0g ℜ ℑ =  и 
/W =ℜ ℑ   , ˆ ˆ ˆ/W =ℜ ℑ  – гладкие многообразия. Так как расслоения :r M B→  
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и ˆ:r M B→  имеют одинаковую базу B , то каждый слой слоения ( , )M F   ин-
вариантен относительно действия группы Ĝ , т.е. ˆ ( , )LG A M F⊂   . Поэтому 
ˆ ( , )LAΓ ⊂ ℜ ℑ   и пространства слоев / Wℜ ℑ=    и ˆ ˆ ˆ/ Wℜ ℑ=  совпадают, т.е. 

ˆW W= . Следовательно, группы базовых автоморфизмов ( , )BA ℜ ℑ   и 
ˆ ˆ( , )BA ℜ ℑ  могут быть отождествлены, т.е. ˆ ˆ( , ) ( , )B BA Aℜ ℑ = ℜ ℑ  . 

Согласно условиям доказываемой теоремы Ψ  – дискретная подгруппа 
группы Ли ( , )Aut B η . Пусть ( )N Ψ  – нормализатор Ψ  в группе Ли ( , )Aut B η . 
Тогда ( )N Ψ  – замкнутая подгруппа Ли группы Ли ( , )Aut B η , фактор-группа 

( ) /N Ψ Ψ  также является группой Ли. 
Пусть : Mπ ℜ→  – проекция слоеного расслоения над (M, F). Благода-

ря дискретности глобальной группы голономии Ψ  в группе Ли ( , )Aut B η  
поднятое слоение ( , )ℜ ℑ   образовано слоями некоторого локально тривиаль-
ного расслоения :b Wπ ℜ→ , которое называется базовым. Подчеркнем,  
что существует отображение ˆ:W Wτ → , удовлетворяющее равенству 

ˆ b bτ π = θ π  . Непосредственная проверка показывает, что ˆ:W Wτ →  – регу-
лярное накрывающее отображение с группой накрывающих преобразований 
Φ , ˆˆ( , )HA WΦ ⊂ β , причем Φ  естественным образом изоморфна группам Ψ ,  
G  и Γ . 

Обозначим через ( ( , ), )P B Hη = ω  картанову геометрию с проекцией 
:p P B→  на B , определенную в доказательстве теоремы 1. Заметим, что 

Ŵ P=  – пространство главного H -расслоения для картановой геометрии η. 
Так как ˆ:k M M→ , ˆ:θ ℜ→ℜ  и : Mπ ℜ→  – морфизмы следующих слоений 

ˆ ˆ: ( , ) ( , )k M F M F→ , ˆ ˆ: ( , ) ( , )θ ℜ ℑ → ℜ ℑ  и : ( , ) ( , )Mπ ℜ ℑ → ℑ  в категории сло-
ений , то определены отображения ˆ : /B M Fτ →  и : / /s W W H M F→ ≅ , 
причем коммутативна диаграмма (рис. 2). 

 

 
Рис. 2 

 
Как доказано в [13, теорема 1], существуют изоморфизмы групп Ли: 

: ( , ) ( ) ( , )H
BA M F im A Wε → ε ⊂ β  и  
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ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ: ( , ) ( , ) ( ) ( , )H
B BA M F A M F im A Wε ≅ → ε ⊂ β  . 

Определим отображение : ( ) ( ) /im NΘ ε → Φ Φ  следующим образом. 

Возьмем произвольный элемент ( ) ( , )Hh im A W∈ ε ⊂ β . Обозначим элемент 

( ) ( , )Hh im A W∈ ε ⊂ β  через ( , ) ( , )L Bf A M F A M F⋅ ∈ , где ( , )f A M F∈ .  
Так как :k M M→   – универсальное накрывающее отображение, то суще-
ствует диффеоморфизм ( )f Diff M∈  , лежащий над f  относительно. Заме-
тим, что ( , )f A M F∈   , тогда ( , ) ( , )L Bf A M F A M F⋅ ∈     . Рассмотрим 
ˆ ˆˆˆ ˆ: ( ( , )) ( ) ( , )H

Lh f A M F im A W= ε ⋅ ∈ ε ⊂ β   . Прямая проверка показывает, что ĥ  
лежит над h  относительно τ . Напомним, что Φ  – группа накрывающих пре-
образований накрытия ˆ:W Wτ → . Применяя предложение 1, мы получаем, 
что ˆ ( )h N∈ Φ  и множество всех автоморфизмов ˆ( )im ε , лежащих над h , равно 
множеству всех преобразований из класса ĥ ⋅Φ . Положим 

ˆ( ) : ( ) /h h NΘ = ⋅Φ∈ Φ Φ . Проверка показывает, что отображение 
: ( ) ( ) /im NΘ ε → Φ Φ  – мономорфизм групп. 

Эффективность картановой геометрии ( ( , ), )P B Hη = ω  на B , где 
ˆP W= , влечет существование изоморфизма групп Ли ˆˆ: ( , )HA Wσ β →  

( , )Aut B→ η . Заметим, что ( )σ Φ = Ψ  и ( ( )) ( )N Nσ Φ = Ψ , следовательно, су-
ществует индуцированный изоморфизм групп Ли : ( ) / ( ) /N Nσ Φ Φ→ Ψ Ψ . 
Тогда композиция мономорфизмов групп Ли  

: : ( , ) ( ) /BA M F Nδ = σ Θ ε → Ψ Ψ    

является требуемым мономорфизмом групп Ли. Благодаря единственности 
структуры группы Ли в группе базовых автоморфизмов ( , )BA M F  и [13, тео-
рема 1] образ ( )im δ  является открыто-замкнутой подгруппой фактор-группы 

( ) /N Ψ Ψ . ⬛ 
Доказательство теоремы 3.  
1. Согласно условиям доказываемой теоремы 3 ( , )M F  является  

Q -полным картановым слоением, причем распределение Q  интегрируемо.  

В этом случае существует q -мерное слоение ( , )tM F  такое, что tTF Q= . 
Пусть :k M M→   – универсальное накрывающее отображение. Из [15, пред-
ложение 2] известно, что в этом случае Q  является интегрируемой связно-
стью Эресмана для слоения ( , )M F . 

Согласно теореме о разложении Касивабары [17] универсальное 
накрывающее многообразие равно произведению многообразий M Q B= × , 
где Q  – универсальное накрывающее многообразие для любого слоя слоения 
( , )M F , а B  – универсальное накрывающее многообразие для любого слоя 

слоения ( , )tM F . Определены индуцированные слоения *:F k F= =  
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{ { }| }Q y y B= × ∈ , *: {{ } | }t tF k F z B z Q= = × ∈  , следовательно, ( , )M F  накры-
то расслоением :s Q B Q× →  . Так же как и в доказательстве теоремы 1, на 
многообразии B  индуцируется картанова геометрия η  такая, что ( , )M F  
становится ( ( , ), )Aut B Bη -слоением. 

2. Пусть Ψ  – глобальная группа голономии этого слоения. Предполо-
жим, что нормализатор ( )N Ψ  равен централизатору ( )Z Ψ  группы Ψ   

в группе ( ( , ), )Aut B Bη . Так как слоение ( , )tM F  накрыто расслоением 

:s Q B Q× →  , то для него определена глобальная группа голономии tΨ .  

Зафиксируем точки 0x M∈  и 1
0 0 0( , ) ( )z y k x M−∈ ∈  . Тогда фундамен-

тальная группа 1( , )M xπ  действует на универсальном накрывающем про-
странстве M Q B= ×  как группа накрывающих преобразований 1( , )G M x≅ π  
накрытия k . Так как G  сохраняет оба индуцированных слоения ( , )M F   и 

( , )tM F  , то каждый элемент g G∈   может быть записан в виде ( , )tg = ψ ψ , 

где tψ  – преобразование из подгруппы tΨ  в ( ),Diff Q  ,ψ∈Ψ  причем 

( , ) ( ( ), ( ))tg z y z y= ψ ψ , ( , )z y Q B∈ × . Отображения : : ( , )tG gχ →Ψ = ψ ψ ψ    

и : : ( , )t t t tG gχ →Ψ = ψ ψ ψ    являются эпиморфизмами указанных групп. 
Пусть h  – любой элемент из класса смежности ( )h NΨ∈ Ψ . Так как 

( ) ( )N ZΨ = Ψ , то мы получаем следующую цепочку равенств 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )t t
Q Q Qg id h id h id h= ψ ψ = ψ ψ =        

( , ) ( , ) ( , ) ( , )t t
Q Q Qid h id h id h gψ ψ = ψ ψ =        

для любого ( , )tg G= ψ ψ ∈  , т.е. ( , ) ( , )Q QG id h id h G=    . Следовательно,  

согласно предложению 1 диффеоморфизм h  проектируется на M , т.е.  
существует такое преобразование ( )h Diff M∈ , что ( , )Qid h  лежит над h   

относительно универсального накрытия :k M M→  . Используя принадлеж-
ность ( , ) ( , )Qid h A M F∈   , нетрудно проверить, что ( , )h A M F∈ . Следова-

тельно, отображение : ( , ) ( ) /BA M F Nε → Ψ Ψ , заданное равенством 
( ( , ))Lh A M F hε ⋅ = , является сюръективно. Таким образом, ε  – изоморфизм 

групп Ли. ⬛  

6. Пример вычисления группы базовых автоморфизмов 

Пусть qS  – q -мерная стандартная сфера, где 3q ≥ . Отождествим qS  

с { }qR ∪ ∞ , где { }∞  – бесконечно удаленная точка. Определим преобразова-

ние : q qS Sψ →  равенством ( )z zψ = λ  для любого { }q qz S R∈ ≅ ∪ ∞ , где λ  – 
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действительное число, причем 0 1< λ < . Обозначим через ( )qConf S  группу 

Ли всех конформных преобразований сферы qS . Пусть Ψ =< ψ > , подгруппа 

группы ( )qConf S , порожденная преобразованием ψ , и изоморфная Z . 

Определим действие группы целых чисел Z  на произведении 1 qR S×  равен-
ством ( , ) ( , ( ))nn t z t n z= − ψ  для любых n Z∈ , 1( , )t z R Z∈ × . Это действие 
свободное и собственно разрывное, поэтому определено многообразие орбит 

1 q
ZM R S= ×  и фактор-отображение 1: qf R S M× → . Так как указанное дей-

ствие сохраняет структуру произведения 1 qR S× , то определены два слоения 
( , )M F  и ( , )tM F , накрытые тривиальными расслоениями 1

2 : q qpr R S S× →  

и 1 1
1 : qpr R S R× →  соответственно. Обозначим через 1 1: R Sχ →  и 

: /q qS Sν → Ψ  проекции на пространство орбит, а через : /r M M F→  – 
проекцию на пространство слоев слоения ( , )M F . Наблюдения показывают, 

что топологические пространства /M F и /qS Ψ  гомеоморфны и удовлетво-
ряют коммутативной диаграмме (рис. 3), где 1:p M S→  – проекция локально 

тривиального расслоения, образованного слоями ( , )tM F . Так как многооб-
разие M  является пространством локально тривиального расслоения над 
окружностью 1S  с компактным стандартным слоем qS , то M  – компактно.  

 

 
Рис. 3 

 
Распределение Q , касательное к слоям слоения ( , )tM F , является ин-

тегрируемой связностью Эресмана для слоения ( , )M F . Слоение ( , )M F  
имеет два компактных слоя 1L  и 2L , диффеоморфные окружности, любой 
другой слой L  диффеоморфен прямой, а его замыкание равно объединению 

1 2L L L∪ ∪ . Подчеркнем, что ( , )M F  – конфорное слоение, которое можно 

рассматривать как картаново типа ( , )G H , где ( )qG Conf S= , а H  – стацио-

нарная подгруппа группы ( )qConf S  в некоторой точке из qS . Как известно, 

( )H CO q≅ qR  – полупрямое произведение конформной группы 

( ) ( )CO q R O q+= ×  и нормальной абелевой подгруппы qR . Заметим, что Ψ  – 
глобальная группа голономии слоения ( , )M F , причем Ψ  – дискретная под-

группа группы Ли ( )qConf S . 
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Нетрудно проверить, что нормализатор группы Ψ  равен 
( ) ( )N R O q+Ψ = ×  и совпадает и централизатором ( )Z Ψ . Применяя теорему 3, 

мы получаем, что группа базовых автоморфизмов ( , )BA M F  является груп-

пой Ли, изоморфной фактор-группе ( ) / (1) ( )N U O qΨ Ψ ≅ × , где 1(1)U S≅ . 
Таким образом, группа Ли базовых автоморфизмов ( , )BA M F  изоморфна 
произведению групп Ли (1) ( )U O q× . 
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Аннотация. Актуальность и цели. Гиперсингулярные интегралы в настоящее время 
находят все больше областей применения – аэродинамика, теория упругости, элек-
тродинамика и геофизика. При этом их вычисление в аналитическом виде возможно 
лишь в весьма частных случаях. Поэтому приближенные методы вычисления гипер-
сингулярных интегралов являются актуальной задачей вычислительной математики. 
Этой задаче посвящено много работ. Еще большее число работ посвящено прибли-
женным методам вычисления сингулярных интегралов. Исследования приближенных 
методов вычисления сингулярных интегралов начаты значительно раньше, чем ана-
логичные исследования гиперсингулярных интегралов. И в этом направлении полу-
чены результаты, не имеющие аналогов для гиперсингулярных интегралов. Пред-
ставляет значительный интерес распространение методов вычисления сингулярных 
интегралов на гиперсингулярные интегралы, основанное на связи между некоторыми 
классами сингулярных и гиперсингулярных интегралов. Этой задаче посвящена дан-
ная работа. Материалы и методы. Построение квадратурных формул вычисления 
гиперсингулярных интегралов основано на методах конструктивной теории функций 
и теории сингулярных и гиперсингулярных интегралов. Результаты. Предложен ме-
тод построения квадратурных формул вычисления гиперсингулярных интегралов, 
основанный на трансформации квадратурных формул вычисления сингулярных ин-
тегралов. Построены квадратурные формулы вычисления нескольких классов гипер-
сингулярных и полигиперсингулярных интегралов. Получены оценки погрешности 
построенных квадратурных формул. Выводы. Построенные методы позволяют эф-
фективно вычислять гиперсингулярные интегралы при решении прикладных задач. 
Ключевые слова: квадратурные формулы, кубатурные формулы, гиперсингулярные 
интегралы 
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their calculation in an analytical form is possible only in very special cases. Therefore, ap-
proximate methods for calculating hypersingular integrals are an urgent problem in computa-
tional mathematics. Many works have been devoted to this problem. An even greater number 
of works are devoted to approximate methods for calculating singular integrals. Studies of ap-
proximate methods for calculating singular integrals began much earlier than similar studies 
of hypersingular integrals. In this direction, results have been obtained that have no analogues 
for hypersingular integrals. This work is devoted to considerable interest to extend the meth-
ods for calculating singular integrals to hypersingular integrals, based on the connection be-
tween some classes of singular and hypersingular integrals. Materials and methods. The con-
struction of quadrature formulas for calculating hypersingular integrals is based on the meth-
ods of the constructive theory of functions and the theory of singular and hypersingular inte-
grals. Results. A method is proposed for constructing quadrature formulas for calculating 
hypersingular integrals, based on the transformation of quadrature formulas for calculating 
singular integrals. Quadrature formulas for calculating several classes of hypersingular and 
polyhypersingular integrals are constructed. The estimates of the error of the constructed 
quadrature formulas are obtained. Conclusions. The constructed methods make it possible to 
efficiently calculate hypersingular integrals when solving applied problems. 
Keywords: quadrature formulas, cubature formulas, hypersingular integrals 
Acknowledgments: the work is supported by the RFBR (grant 16-01-00594) and “Rector’s 
grant” of Penza State University (contract No 1/RG from April 8, 2020). 
For citation: Boykov I.V., Aykashev P.V. Approximate methods for calculating 
hypersingular integrals. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-
matematicheskie nauki = University proceedings. Volga region. Physical and mathematical 
sciences. 2021;1(57):66–84. (In Russ.). doi:10.21685/2072-3040-2021-1-6 
 

Начиная с середины прошлого века методы сингулярных, а затем и ги-
персингулярных, интегральных уравнений находят все большее применение 
при исследовании и моделировании различных проблем в физике, естество-
знании и технологиях: в аэродинамике, электродинамике, теории упругости, 
ядерной и атомной физике, геофизике, математической физике. Аналитиче-
ские методы решения сингулярных и гиперсингулярных интегральных урав-
нений известны только для очень частных случаев. Поэтому основным мате-
матическим аппаратом при решении сингулярных и гиперсингулярных инте-
гральных уравнений являются численные методы. Для реализации численных 
методов решения сингулярных и гиперсингулярных интегральных уравнений 
необходимы эффективные приближенные методы вычисления сингулярных и 
гиперсингулярных интегралов. 

В свою очередь сингулярные и гиперсингулярные интегралы в анали-
тическом виде вычисляются в очень редких случаях. Это обусловливает 
необходимость развития численных методов вычисления сингулярных и ги-
персингулярных интегралов. 

В настоящее время методы вычисления сингулярных и гиперсингуляр-
ных интегралов можно разделить на два направления: вычисление интегра-
лов с фиксированными особенностями и вычисление интегралов с нефикси-
рованными (переменными) особенностями. 

В свою очередь во втором направлении выделяются методы построения 
квадратурных формул типа Гаусса. 

Вопросам вычисления сингулярных и гиперсингулярных интегралов 
посвящено большое число работ, обзоры которых представлены в моногра-
фиях [1–6] и в статьях [7–21]. 
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Данная работа посвящена методам трансформирования квадратурных 
формул вычисления сингулярных интегралов (СИ) в квадратурные формулы 
для вычисления гиперсингулярных интегралов (ГИ). 

Статья построена следующим образом. В разд. 1 описаны классы функ-
ций, используемые в работе. В разд. 2 приведены определения ГИ.  
В разд. 3 даны определения оптимальных методов вычисления ГИ. В разд. 4 
дан краткий обзор работ, посвященных приближенным методам вычисления 
ГИ. Раздел 5 посвящен построению квадратурных формул вычисления ГИ, 
полученных трансформациями квадратурных формул вычисления СИ. 

1. Классы функций  
Пусть γ  – единичная окружность с центром в начале координат на 

плоскости комплексной переменной. Пусть = [ , ]A a b  или =A γ . 
Определение 1.1. Класс функций Гельдера ( ; )H M Aα  (0 < 1)α ≤  

состоит из заданных на A  функций ( )f x , удовлетворяющих во всех точках 
x′  и x′′  этого множества неравенству  

| ( ) ( ) | | |f x f x M x x α′ ′′ ′ ′′− ≤ − . 

В случае, когда из текста ясно, на каком множестве рассматриваются 
функции, вместо ( ; )H M Aα  будем писать ( )H Mα . Это замечание относится 
и к остальным классам функций. 

Определение 1.2. Класс ( ; )rW M A  состоит из функций, заданных на 
,A  непрерывных и имеющих непрерывные производные до ( 1)r − -го 

порядка включительно и кусочно-непрерывную производную r -го порядка, 
удовлетворяющую на этом множестве неравенству ( )| ( ) |rf x M≤ . 

Определение 1.3. Класс ( ; )rW H M Aα  состоит из функций ( )f x , 

принадлежащих классу ( ; )rW M A  и удовлетворяющих дополнительному 

условию ( ) ( ) ( )rf x H Mα∈ . 
Пусть = [ , ]A a b  или = .A γ  Пусть ( )f x  – функция, определенная на .A  

Через ( , ),H f α  0 < 1,α ≤  обозначен функционал  

1 2

, , 1 21 2 1 2

| ( ) ( ) |( , ) = .sup
| |x x x x A

f x f xH f
x x α

≠ ∈

−α
−

 

Пусть 1 2= , { :| | 1}, 1,2,i i i iL z Z z iγ × γ γ = ∈ = =  где iZ  – плоскость 
комплексной переменной, = 1,2.i  Пусть 1 1 2 2= [ , ; , ]D a b a b  или = .D L  

Определение 1.4. Через 
1 2

( , )H M Dα α  обозначен класс определенных 

на D  функций ( , )f x y  таких, что для любых точек ( , )x y′ ′  и ( , )x y′′ ′′   

из D  1 21 2| ( , ) ( , ) | | | | | .f x y f x y M x x M y yα α′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′− ≤ − + −  Здесь 

1 2= max( , ).M M M  
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Определение 1.5. Через ,1 2 ( , ),0 < <r rW M D M ∞ , обозначен класс 
определенных на D  функций 1 2( , )f x x , имеющих частные производные 

( , ) 1 21 2 1 21 2 1 2 1 2( , ) = ( , ) / v vv v v vf x x f x x x x+∂ ∂ ∂  (0 , = 1,2),i iv r i≤ ≤  причем  

( , )1 2 1 2
( )

( , ) ,r r

C D
f x x M≤  ( , )1 1

( )
( ,0) ,r j

C D
f x M≤  2= 0,1,..., 1,j r −   

( , )2 2
( )

(0, ) ,i r

C D
f x M≤  1= 0,1,..., 1.i r −  

Определение 1.6. Через ,1 2 ,1 2
( , , ),r rW H M A Dα α  0 < , <M A ∞ , обозна-

чен класс функций ,1 21 2( , ) ( , )r rf x x W M D∈ , частные производные которых 
( , ) 1 21 2 1 21 2 1 2 1 2( , ) = ( , ) / v vv v v vf x x f x x x x+∂ ∂ ∂  (0 , = 1,2)i iv r i≤ ≤  удовлетворяют 

дополнительному условию Гельдера ,1 2
( , )H A Dα α . 

Определение 1.7. Через ( ;( , )rW M a b  ( ( ; , )r
pW M a b ) обозначается класс 

периодических функций с периодом ( )b a− , входящих в класс ( ; , )rW M a b  

( ( , )r
pW a b ). 

2. Определения гиперсингулярных интегралов  

Определение 2.1 [22, 23]. Интеграл вида ( )
( )

b

p
a

A d
b +α
τ τ
− τ  при натуральном 

p  и вещественном α  (0 < < 1)α  определяет величину (конечную часть) 
рассматриваемого интеграла: как предел при x b→  суммы 

1
( ) ( ) ,

( ) ( )

x

p p
a

A d B x
b b x+α +α−
τ τ +
− τ −  если предположить, что функция ( )A t  имеет p  

производных в окрестности точки b . Здесь ( )B x  – любая функция, на 
которую налагаются два условия:  

а) рассматриваемый предел существует; 
б) ( )B x  имеет по крайней мере p  производных в окрестности точки 

=x b . 
Определение 2.2 [24]. Пусть 1( ) ( ).pt W H M−

αϕ ∈  Интегралом 

( ) , < < , = 2,3, ,
( )

b

p
a

d a c b p
c

ϕ τ τ
τ −   в смысле главного значения Коши – 

Адамара называется предел:  

10

( ) ( ) ( ) ( )= ,lim
( ) ( ) ( )

b c v b

p p p pva a c v

d d d v
c c c v

−

−→ +

 ϕ τ τ ϕ τ τ ϕ τ τ ξ + +
 τ − τ − τ − 

    
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где ( )vξ  – любая функция, на которую налагаются два условия:  
а) рассматриваемый предел существует;  
б) функция ( )vξ  имеет непрерывную производную ( 1)p − -го порядка  

в окрестности нуля. 

Определение 2.3. Интегралом ( )
( )

b

p
a

d
a

φ τ τ
τ −  называется предел  

110

( ) ( ) ( )= ( ) ln | | ,lim
( ) ( )

b b

p p pva a v

d d v v v
a a v −→ +

 ϕ τ τ ϕ τ τ ξ + + ξ
 τ − τ − 

   

где ( )vξ  – некоторая функция, имеющая непрерывные производные до 
( 1)p − -го порядка в окрестности нуля; 1( )vξ  – некоторая функция, 
удовлетворяющая условию Дини – Липшица в окрестности нуля. Функции 

( )vξ  и 1( )vξ  выбираются так, чтобы указанный предел существовал. 
Рассмотрим интеграл  

1 2 1 2
2 2 /2

1 1 2 2

( , ) ,
(( ) ( ) ) p

G

d dL
t t
ϕ τ τ τ τϕ ≡

τ − + τ −  

где 1 2( , )t t  – точка области ;G  p  ( > 2)p  – натуральное число. 
Пусть ( , ),R t ε  1 2= ( , ),t t t  – круг с центром в точке t  и с радиусом .ε  
Определение 2.4 [3]. Регуляризацией интеграла Lϕ  при 3p ≥  

называется предел  

1 2 1 2
2 2 /2 20 1 1 2 2\ ( , )

( , ) ( )= ( ) ln ,lim
(( ) ( ) ) p p

G R t

d d BL C
t t −ε→ ε

 ϕ τ τ τ τ ε ϕ − − ε ε
 τ − + τ − ε 
   

где ( ),B x  ( )C x  – любые функции, на которые налагаются следующие 
условия: 

а) рассматриваемый предел существует;  
б) ( )B x  имеет непрерывные производные до ( 2)p − -го порядка  

в окрестности нуля;  
в) функция ( )C x  удовлетворяет условию Дини – Липшица. 
Рассмотрим интеграл 

 1 2
1 2

1 2
2

( , )( , ) ,
( , )

R

f t tH f dt dt
t t

γ ≡
γ    (1) 

где уравнение 1 2( , ) = 0t tγ  определяет функцию особенностей, а контур γ  
определяется уравнением 1 2( , ) = 0.t tγ  Пусть ε  – произвольное малое число. 

Обозначим через εΓ  область с границей εΓ , состоящую из точек, 
расстояние от которых до контура γ  не превосходит ε  в евклидовой 
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метрике. Пусть каждая точка контура γ  будет нулем r -го порядка функции 

1 2( , ) = 0.t tγ   
Определение 2.5 [19]. Конечной частью интеграла ( , )H f γ  назовем 

предел  

,1 2
1 2 10 1 2\2

( )( , )( , ) = ,lim ( , ) r
R

Ff t tH f dt dt
t t

γ ε
−ε→ Γε

 ε γ − γ ε  
   

где , ( )Fγ ε ε  функция, удовлетворяющая двум условиям:  
1) в области εΓ  функция , ( )Fγ ε ε  имеет непрерывные производные до 

( 1)r − -го порядка;  
2) предел существует. 
Рассмотрим бигиперсингулярный интеграл  

1 2 1 2
1 21 1 2 21 2

( , )= ,
( ) ( )p p

d dB
t tγ γ

ϕ τ τ τ τϕ
τ − τ −

   

где iγ  – замкнутый гладкий контур в плоскости комплексной переменной ,iz  
= 1,2.i   

Построим окружность с центром в точке 1t  столь малого радиуса 1,ρ  
что она пересекает контур 1γ  только в двух точках 1t′  и 1.t′′  Часть контура 1,γ  
заключенного между точками 1t′  и 1,t′′  обозначим через 1.l  

Аналогичное построение проведем и на контуре 2,γ  и часть контура 
2,γ  расположенного между точками 2t′  и 2 ,t′′  обозначим через 2.l  

Интеграл Bϕ  определяется выражением  

1 2 1 2 1 2
1 11 2 1 20, 01 2 1 1 2 2\ \ 1 21 1 2 2

( , ) ( , )= ,lim
( ) ( )p p p p

l l

d dB
t t − −ρ → ρ → γ γ

 
ϕ τ τ τ τ Γ ρ ρ ϕ − τ − τ − ρ ρ  

   

где 1 2( , )Γ ρ ρ  – функция, имеющая непрерывно дифференцируемые производ-
ные до 1( 1)p − -го порядка по переменной 1ρ  и до 2( 1)p − -го порядка по 
переменной 2.ρ  Функция 1 2( , )Γ ρ ρ  выбирается таким образом, чтобы предел 
существовал и был единственным. 

Отметим, что в соответствии с принятым в работе способом 
определения гиперсингулярных интегралов для нахождения функции 

1 2( , )Γ ρ ρ  нужно вычислить по частям последний интеграл и из результата 
вычесть слагаемые, стремящиеся к бесконечности, когда 0,iρ →  = 1,2.i  

3. Постановка задачи построения  
оптимальной квадратурной формулы 

Постановка задачи построения оптимальных квадратурных формул 
принадлежит А. Н. Колмогорову и, в применении к ГИ, заключается  
в следующем [3]. 
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Рассмотрим интеграл  

 ( )= ,
( )

b

p
a

dA
t

ϕ τ τϕ
τ −  p  – целое, a t b< < ,  (2) 

который будем вычислять по квадратурной формуле  

 ( )( )

=1 =0
= ( ) ( ) , , ( ),

N
l

k kl N k kl
k l

A s p t R t s p t
ρ

ϕ ϕ + ϕ   (3) 

с узлами ks  и весами ( )klp t  ( =1,2, , ,k N  = 0,1,...,l ρ ). 
Под погрешностью квадратурной формулы (3) будем понимать 

величину ( , , ) = sup | ( , , ( ), ) | .N k kl N k kl
t

R s p R t s p tϕ ϕ  Если Ψ  – некоторый класс 

заданных на сегменте [ , ]a b  функций, то положим 
( , , ) = sup | ( , , ) | .N k kl N k klR s p R s p

ϕ∈Ψ
Ψ ϕ  Через [ ]Nζ Ψ  обозначим функционал 

( , )
[ ] = inf ( , , ),N N k kl

s pk kl
R s pζ Ψ Ψ  в котором нижняя грань берется по 

всевозможным N  узлам ks  и весам ( )klp t  ( =1,2, , ,k N  = 0,1, ,l ρ ). 

Квадратурную формулу (3), построенную на узлах *
ks  и весах * ( )klp t  

( )= 1,2, , ,k N  будем называть оптимальной, асимптотически оптимальной, 

оптимальной по порядку, если 
( )* *, ,

=1,
[ ]

N k kl

N

R s p Ψ

ζ Ψ
 

( )* *, ,
lim =1,

[ ]
N k kl

N N

R s p

→∞

Ψ

ζ Ψ
 

( )* *, , [ ]N k kl NR s p
∪

Ψ ζ Ψ
∩

 соответственно. 

Аналогичным образом определяются оптимальные кубатурные 
формулы для полигиперсингулярных интегралов. 

4. Обзор приближенных методов вычисления  
гиперсингулярных интегралов  

Приближенным методам вычисления ГИ посвящено большое число 
публикаций, частично представленных в [3]. 

Для вычисления ГИ с фиксированными особенностями вида  
1

1

( )=
| |p

dF +λ
−

ϕ τ τϕ
τ  и 

1

1

( )= p
dI

−

ϕ τ τϕ
τ   

используются квадратурные формулы, основанные на различных подходах. 
Основной метод построения квадратурных формул для вычисления 
интегралов Fϕ  и Iϕ  заключается в замене подынтегральной функции ( )tϕ  
n -мерным аппаратом приближения: интерполяционными полиномами, 
сплайнами, отрезками ортогональных рядов и т.д. Достаточно подробная 
библиография, посвященная вычислению интегралов Fϕ  и Iϕ  содержится  
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в [3,18, 25–27]. В работах [3, 18, 25] построены асимптотически оптимальные 
и оптимальные по порядку квадратурные формулы вычисления интегралов 
Fϕ  и Iϕ  на классах функций (1)r

pW . 

Для вычисления гиперсингулярных интегралов 
1

1

( )=
| |p

dH
t +λ

−

ϕ τ τϕ
τ −  и 

1

1

( )= ,
( ) p

dG
t−

ϕ τ τϕ
τ −  1 < < 1,t−  различными авторами [3, 6, 7, 9, 11, 13, 16–18, 26, 

28–38] предложены и обоснованы различные квадратурные формулы, 
которые условно можно разделить на две большие группы: квадратурные 
формулы интерполяционного типа и квадратурные формулы типа Гаусса. 

К первой группе (см. статьи [10, 18, 19, 25, 26, 33, 34]) относятся 
квадратурные формулы, основанные на замене подынтегральной функции 

( )tϕ  интерполяционными полиномами, сплайнами, отрезками рядов по 
ортогональным функциям. 

К этой группе также относятся квадратурные формулы, построенные 
методом дискретных вихрей [5, 6]. 

Ко второй группе (см. статьи [7–9, 12–14, 16, 17, 38]) относятся 
квадратурные формулы, являющиеся аналогами формул Гаусса для ГИ. 
Построение этих формул основано на представлении ГИ в виде  

 
1 1

1 1

( ) ( )( )( ) = ( )
( ) ( )p p

d tG t t d
t t− −

τ ϕ τ − ϕϕ ϕ + τ
τ − τ −    (4) 

и в применении к последнему интегралу квадратурных формул Гаусса. 
Для вычисления интеграла  

 
1

1

( ) , = 2,3,4,
( ) p

d p
t−

ϕ τ τ
τ−   (5) 

построены квадратурные формулы, основанные на различных технологиях. 
Обзор некоторых из них содержится в монографии [3], которая посвящена  
в основном построению оптимальных методов вычисления ГИ. Поэтому ряд 
технологий построения методов вычисления ГИ был опущен. Среди них  
в первую очередь необходимо отметить методы вычисления ГИ, основанные 
на свойствах ортогональных многочленов [28]. Эти методы возникли при 
построении численных алгоритмов решения гиперсингулярных интегральных 
уравнений (ГИУ) первого рода вида  

 
1

2
1

1 1 ( , ) ( ) = ( ).
2 ( )

h t x d f t
tt−

 α+ + τ τ τ 
π τ −τ −  
   (6) 

Решение уравнения (6) при гладкой правой части имеет вид 
2 1/2( ) = (1 ) ( )x t t t±− ψ , или 1/2( ) = ((1 ) / (1 )) ( )x t t t t±− + ψ , где ( )tψ  – гладкая 

функция. 
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Поэтому естествено искать решение уравнения (6) в виде функций  

2 1/2

=0
( ) = (1 ) ( ),

n

n k
k

x t t U t−    

2 1/2

=0
( ) = (1 ) ( ),

n

n k
k

x t t T t−−   

или  
1/2

=0

(1 )( ) = ( ),
(1 )

n

k
k

tx t S t
t

 −
 + 

   

где ( ),kT t  ( ),kU t  ( ),kS t  = 0,1, , ,k n  – полиномы Чебышева первого, второго 
и третьего рода соответственно. 

Методы вычисления гиперсингулярных интегралов вида  

 
1

2
1

1 ( ) ( )
2 ( )t−

ω τ ϕ τ
π τ −   (7) 

при = 2p  на классах весовых функций 2 1/2( ) = (1 )t t ±ω − , или 
1/2( ) = ((1 ) / (1 ))t t t ±ω − + , представлены в работах [28, 35, 39]. 

Если правая часть в уравнении (6) является кусочно-постоянной функ-
цией или имеет особенности (интегрируемые или неинтегрируемые по Рима-
ну), то классы функций, к которым принадлежат решения таких уравнений, в 
настоящее время неизвестны. Поэтому возникает необходимость в построе-
нии методов вычисления гиперсингулярных интегралов в общем случае, ко-
гда единственное условие, налагаемое на интегрируемую функцию, заключа-
ется в том, что рассматриваемый интеграл существует. 

В работах [20, 21] построены квадратурные формулы вычисления UΓ  
вида с весовой функцией ( ) = (1 ) (1 ) ,t t tα βω − +  (Re ,Re ) 0α β ≥ .  

В работе [40] построены квадратурные формулы вычисления ГИ (5), 
основанные на аппроксимации подынтегральной функции интерполяцион-
ными полиномами Лагранжа – Эрмита. Построены ненасыщаемые квадра-
турные формулы. 

В работе [35] рассматриваются интегралы  

 
1 12 1/2 2 1/2

1 1

(1 ) ( ) (1 ) ( ), , = 2,3,4,
( ) ( )

m m
n n

p p
t T d t U d p

t t

− −

− −

− τ τ − τ τ
τ − τ −   > 3m ,  (8) 

где ( ), ( )n nU t T t  – полиномы Чебышева первого и второго рода; 0m ≥ . 
Один из приемов, используемых при вычислении гиперсингулярных 

интегралов, заключается [7] в понижении порядка особенностей:  

 
1 1 1

1
1 1 1

( ) 1 ( ) 1 ( )= = .
( ) ( ) ( )p p p

d dd
p t p tt t t+

− − −

 ϕ τ τ ∂ ϕ τ ∂ ϕ τ ττ  ∂ ∂τ − τ − τ − 
     (9) 
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Этот прием использовался во многих последующих работах [12, 35]. 
Построение фундаментальных решений систем уравнений, моделиру-

ющих многослойные пластины, приводит [19] к новому классу гиперсингу-
лярных интегралов, введенных выше определением 1.5. 

В отличие от известных видов ГИ, имеющих особенности в отдельных 
точках или на топологическом произведении прямых, множество особых 
точек интеграла (2.1) в общем случае представляет собой кривые, которые 
могут иметь точки самопересечения. Эти кривые определяются уравнением 

1 2( , ) = 0t tγ , имеющим нули до r -го порядка. 
Кубатурные формулы вычисления интеграла (1) построены в [27, 33].  

В работе [41] предложен аналитический метод вычисления ГИ различных ви-
дов, в том числе интегралов вида (1). Показано, что для вычисления ГИ на 
ряде классов функций можно построить формулы, аналогичные формуле 
Ньютона – Лейбница для определенных интегралов. Там же построен анали-
тико-численный метод вычисления многомерных ГИ, в котором по одной пе-
ременной применяется аналитический метод, а по остальным – численный. 

В работе [42] построены квадратурные формулы вычисления преобра-
зования Адамара  

( )
( )

( )
( )2 2

1 1 ( ), ,n
nd d R t

t t

∞ ∞

−∞ −∞

ϕ τ ϕ τ
τ = τ + ϕ −∞ < < ∞

π πτ − τ −   

где  

( ) ( ) ( )
=

= ,
n

n k k
k n

t t t
−

ϕ ϕ ψ  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=1

2 1= ,
2 1 2

n

k l l k l l k
l

t c t c t s t s t
n

 
 ψ + +
 +  

  

= tg ,
2 1k

kt
n
π
+

 = ,..., ,k n n−  ( ) ( )= cos 2 arctg ,lc t l t  ( ) ( )= sin 2 arctg .ls t l t  

Эта квадратурная формула используются при построении методов кол-
локации и механических квадратур для решения гиперсингулярных инте-
гральных уравнений, определенных на числовой оси [43]. 

В последние десятилетия опубликовано большое число работ, посвя-
щенных распространению классических квадратурных формул вычисления 
определенных интегралов на гиперсингулярные интегралы. В частности, ме-
тоду Гаусса посвящены работы [16, 30], методу Ньютона – Котеса – работы 
[31, 44], методу сигмоидальной трансформации – статья [32]. 

В работе [36] предложена следующая квадратурная формула Гаусса: 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

21

2 2
=11

11 1 , = 1,2,..., 1,
1

n i i
j

i i j

gw
g d n g t j n

nt t−

− τ ττ
τ τ ≅ − + +

π +τ − τ −
  (10) 

где ( ) 2= 1 ,w τ − τ  = cos ,
1i

i
n
πτ
+

 ( )
( )

2 1
= cos ,

2 1j
j

t
n
− π
+

 =1,2,..., ;i n  

= 1,2,... 1.j n +  
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Здесь узлы iτ  ( )=1,2,...,i n  и jt  ( )= 1,2,... 1j n +  являются соответст-
венно узлами полиномов Чебышева первого и второго рода. 

Эта формула справедлива на дискретном множестве точек ,jt  
= 0,1,2,..., 1.j n +  

В работе [37] предложено обобщение формулы (10): 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )

21 1
2 21 1=1

11 1 1 .
1

n
ni

n ii i

w t g t T xtdt n g x
T tt x n t x
+

− +

 −
≅ − − +  π − + −  
  

Одним из эффективных методов вычисления ГИ является метод 
интерполяционных квадратур Гаусса – Якоби. В работе [36] предложена 
методология построения интерполяционных квадратур Гаусса – Якоби, 
единая для интегралов в смысле Римана, сингулярных и гиперсингулярных 
интегралов. 

Квадратурная формула Симпсона для ГИ с особенностью второго 
порядка исследуется в [44]. Точность стандартной квадратурной формулы 
Симпсона применительно к ГИ с особенностью второго порядка равна ( )O h , 
где h  – максимальное расстояние между узлами квадратурной формулы.  
В работе [45] построена модификация квадратурной формулы Симпсона, 
точность которой при совпадении особой точки с узлами квадратурной 
формулы на порядок выше. Авторы назвали такой эффект сверхсходимостью. 

В работе [46] метод Эйлера – Маклорена распространен на ГИ 
следующих видов:  

1 1

1 1
1 1

( ) ( ), .
( ) | ) |p pd d

t t+ +
− −

ϕ τ ϕ ττ τ
τ − τ −   

5. Об одном приеме построения квадратурных формул  
вычисления гиперсингулярных интегралов 

Определение ГИ по формуле (9) удобно при построении и оценке 
погрешности квадратурных формул, инициированных квадратурными 
формулами вычисления СИ. 

Ряд задач аэродинамики моделируется ГИУ вида  

 
2

20

1 ( ) = ( ).
2 sin 2

x d f ss

π σ σσ −π    (11) 

В работе [47] для решения этого уравнения используется метод 
дискретных вихрей. В работе [48] для вычисления интеграла (11) построена 
квадратурная формула интерполяционного вида. 

Продемонстрируем на примере интеграла (11) применение формулы (9). 
Нетрудно видеть, что  

2 2

20 0

1 ( ) 1= ( ) .
2 2 22sin 2

x d sd x ds ds

π πσ σ −σ σ σσ −π π   
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Приближенному вычислению интеграла 
2

0

1( ) = ( )
2 2

sx s x d
π σ −σ σ

π   

посвящено большое число работ [1, 48, 49]. 
Приведем следующую квадратурную формулу [1]: 

2

=0

( ) ( ) ( )2( ) = sin( 1) sin cosec ( ),
2 1 2 2 2

n
k k k

k n
k

s s s s s sx s x n n R x
n

− − −
− + +

+   (12) 

= ( ),k kx x s  = 2 / (2 1),ks k nπ +   

тогда  
2 2

2 =00

( ) ( ) ( )1 ( ) 1= cos( 1) sin cosec
2 2 1 2 2 22sin 2

n
k k k

k
k

s s s s s sx nd x n ns n

π − − −σ +σ + +
σ −π +   

2

=0

( ) ( ) ( ) 1sin( 1) cos
2 1 2 2 2 2 1

n
k k k

k
k

s s s s s sn x n n
n n

− − −
+ + − ×

+ +  

22
*

=0

( ) ( ) ( ) ( )sin( 1) sin cos cosec ( ).
2 2 2 2

n
k k k k

k n
k

s s s s s s s sx n n R x− − − − × + + 
 

   (13) 

Погрешность квадратурной формулы (12) на классе функций 

( ),rW H Mα  0 < 1,α ≤  оценивается неравенством ln( ) .n r
nR x C

n +α≤  

В работе [50] показано, что если при n N≥  выполняется неравенство  

([0,2 ])
ln( ) ( ) ,n C r

nf s P s C
nπ +α− ≤   

где ( )nP s  – полином степени n , то  

([0,2 ]) 1
ln( ) ( ( )) .n C r

nf s P s C
nπ − +α

′ ′− ≤  

Следовательно, *
1

ln| ( ) | .n r
nR x C

n − +α≤  

Отметим, что построенная квадратурная формула позволяет совмещать 
узлы коллокации и узлы квадратурной формулы при построении 
вычислительной системы для уравнения (11). 

Квадратурные формулы (12), (13) не оптимальные. Оптимальные по 
порядку формулы построены в [3], но они требуют «обхода» особой точки. 

Воспользовавшись формулой Пуанкаре, имеем  
1 1

1
1 ( ) ( 1) 1 ( )=

( 1)!( )

p p

p p
x d d x d

i p i tt dt

− −

−
γ γ

τ τ − τ τ =
π − π τ −τ −   
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21 1 1

1 ( 1) 1
0

( 1) 1 ( 1) 2( ) =
( 1)! 2 2 2 1( 1)!

p p p p
i

p p i p s p
d s dx e d

p i ndt p i e ds

π− − −
σ

− − −
− σ − −= σ ×
− π +−  

 
2

**

=0

( ) ( ) ( )sin( 1) sin cosec ( ),
2 2 2

n
k k k

k n
k

s s s s s sx n n R x− − −
× + +    (14) 

где = ( ),iskkx x e  = 0,1, ,2 .k n  

Погрешность этой формулы на классе ( ),sW H Mα  0 < 1,α ≤  оценива-

ется неравенством ** 1| ( ( )) | ln .s s p
nR W H M Cn n− − +

α ≤  
Аналогичным образом строятся кубатурные формулы для вычисления 

полисингулярных интегралов вида  

1 1
11 11

( , , ) ,
( ) ( )

l l
pp ll ll

d

t tγ γ

ϕ τ τ τ τ

τ − τ −
 

 


  

где , = 1,2, , ,i i lγ   – единичная окружность с центром в начале координат  
в плоскости комплексной переменной , = 1,2, , .iz i l  

Остановимся на случае, когда = 2, = 1,2,..., .ip i l  
Ограничимся рассмотрением интеграла с ядром Гильберта: 

( )
( )2 2 1 1

0 0 1 12 2

,..., ...1= ... .
2 2 ...sin sin2 2

l l
l l l l

d d
ss

π π ϕ σ σ σ σ
Γϕ

σ −σ −π    

Интеграл Γϕ  можно записать в виде  

( )
( )2 2 1 1

1 10 01

1= ... ... ,..., ctg ...ctg ... .
2 22

l l
l ll l

ss d d
s s

π π σ −σ −∂ ∂Γϕ ϕ σ σ σ σ
∂ ∂π    

Аппроксимируем функцию ( )1,..., ls sϕ  интерполяционными 
полиномами  

( ) ( ).... 1 2 ... 1 2, ,..., ; , ,...,n n l n n ls s s P s s sϕ = ϕ =  

( ) ( ) ( )
2 2

11 2 1
=0 =0

, ,..., .
n n

k k k k k ll l
k kl

s s s s s= ϕ ψ ψ    

В результате приходим к кубатурной формуле  

( ) ( )
2 2 2

1 2
=0 =0 =01 2

2= 1 , ,...,
2 1

l n n n
l

k k kl
k k kl

s s s
n

 Γϕ − ϕ × + 
    

 ( ) ( ) ( )**
1 ...1 1

=1 =1
cos cos .

n n

k l k n n
v v

v v s s v v s s R
   
   × − ⋅⋅ ⋅ − + ϕ
   
   
    (15) 
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Для оценки погрешности ( )**
...n nR ϕ  кубатурной формулы (15) 

воспользуемся оценкой погрешности кубатурной формулы следующего вида: 

( )
( )2 2 1 1

1 10 0
1 ,..., ctg ctg ... =

2 22
l l

l ll
ss d d

π π σ −σ −ϕ σ σ σ σ
π     

( )
( )2 2 1 1

.... 1 1 ...0 0
1= ,..., ctg ctg ( ).

2 22
l l

n n l l n nl
ss d d R

π π σ −σ −ϕ σ σ σ σ + ϕ
π      

Известно [3], что ,...,
... ,...,

ln lr r
n n r

nR W H C
n

α α +α
  ≤  . 

Воспользовавшись этим неравенством и распространяя на многомер-

ный случай известные [50] оценки ( ( ) ( ))n
d f x T x
dx

− , приходим к неравен-

ству  

( )**
... , , 1

ln( ) .
lr r

n n r
nR W H M C

n
α α +α−≤
  
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Введение 
В электродинамике большую роль играют задачи о распространении 

электромагнитных волн в волноведущих структурах. Эти задачи в случае  
однородного заполнения волновода были подробно изучены в работах  
А. Н. Тихонова и А. А. Самарского. Однако при неоднородном заполнении 
волновода возникают значительно более сложные краевые задачи на соб-
ственные значения для систем уравнений Гельмгольца с разрывными коэф-
фициентами, причем на поверхностях разрыва коэффициентов условия со-
пряжения содержат спектральный параметр. В задачах для неоднородных 
структур спектральный параметр входит в условия сопряжения нелинейным 
образом. Задача становится несамосопряженной и нелинейной по спектраль-
ному параметру [1–3]. 

Для исследования таких задач на собственные значения оказывается 
естественным и эффективным применение метода операторных пучков.  
С помощью вариационного подхода исходная краевая задача сводится к изу-
чению некоторого операторного пучка в подходящем пространстве Соболева. 
Для исследования свойств операторов пучка можно использовать аппарат 
функционального анализа, а для изучения его спектральных свойств – хоро-
шо развитую теорию операторных пучков (см. [2–4]). В работах [1–5] в целом 
построена теория распространения нормальных волн в закрытых (экраниро-
ванных) неоднородных волноведущих структурах. Точнее, доказана дискрет-
ность спектра задачи, получены результаты о распределении и локализации 
характеристических чисел на комплексной плоскости. Кроме того, доказан 
ряд теорем о кратной полноте по Келдышу системы собственных и присо-
единенных векторов пучка в выбранных пространствах Соболева. 

Но для открытых (неэкранированных или частично экранированных) 
структур достаточно полной теории распространения нормальных волн до 
сих пор не построено. Из-за некомпактности соответствующих операторов  
(в силу неограниченности области) задача становится значительно сложнее: 
пучок уже не будет фредгольмовым, и известные теоремы о свойствах пучка 
применить не удается. В статье предлагается перейти к задаче в ограничен-
ной области с помощью представления решения через функцию Грина внеш-
ности достаточно большого круга и использования условий сопряжения. Но 
при этом теряется полиномиальная зависимость от спектрального параметра 
и голоморфность оператор-функции во всей комплексной плоскости. Первые 
результаты по исследованию этой задачи получены недавно [6] для круглого 
волновода. 

В последнее время в связи с прогрессом в области полимерных техно-
логий появились новые синтезированные киральные материалы, которые 
способствовали развитию интереса к исследованиям в этой области. В нашей 
стране киральными средами занимались и занимаются С. А. Третьяков,  
А. Н. Боголюбов, В. А. Неганов, О. В. Осипов и другие ученые. При взаимо-
действии электромагнитной волны с киральной средой наблюдается ряд спе-
цифических эффектов [7, 8]. 
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Исследование спектра открытых волноведущих структур приводит  
к тому, что в вариационном соотношении появляется оператор следа (на гра-
нице фиктивной области), нелинейным образом зависящий от спектрального 
параметра. Приходится анализировать уже не операторный пучок (как в [5]), 
а оператор-функцию. Тем не менее удается достаточно подробно изучить 
свойства оператор-функции и получить результаты о ее спектре. В статье до-
казывается дискретность спектра задачи о нормальных волнах неоднородной 
волноведущей структуры кругового сечения, заполненной киральной средой. 
Представлены результаты численного исследования спектра распространяю-
щихся поверхностных волн открытого волновода. 

Отметим, что мы рассматриваем лишь поверхностные волны, убываю-
щие на удалении от волновода в поперечном сечении (и накладываем соот-
ветствующие условия на бесконечности). Другие типы волн в данной статье 
не рассматриваются. 

1. Постановка задачи 
Волноведущую структуру будем рассматривать в трехмерном про-

странстве 3  с цилиндрической системой координат 0ρφz . Пространство за-
полнено изотропной однородной средой без источников с диэлектрической 
проницаемостью 0ε const≡  и магнитной проницаемостью 0 constμ ≡ , где 0ε  

и 0μ  – диэлектрическая и магнитная проницаемости вакуума. В 3  помещен 
цилиндрический металло-диэлектрический волновод с киральным слоем 

( ){ }0: , , : , 0 2z r rΣ = ρ ϕ ρ ≤ ϕ< π  , 

с образующей, параллельной оси Oz . Волновод имеет поперечное круговое 
сечение, показанное на рис. 1. Это кольцо с внутренним радиусом 0r  и внеш-
ним радиусом r . Граница 0rρ =  является проекцией поверхности идеально 
проводящего экрана, а граница rρ =  является проекцией поверхности ди-
электрика. 
 

 
Рис. 1. Поперечное сечение волноведущей структуры 
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В рассматриваемой задаче необходимо найти (нетривиальные) решения 
однородной системы уравнений Максвелла в виде бегущей волны, т.е. с гар-
монической зависимостью i ze γ  от продольной координаты z : 

 
rot ωε ,
rot ωμ ,

i
i

= − −ωχ
 = −ωχ

H E H
E H E

 


  (1) 

 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

,

.

iyz
z z

iyz
z z

E E E e

H H H e

ρ ρ ϕ ϕ

ρ ρ ϕ ϕ

= ρ + ρ + ρ

= ρ + ρ + ρ

E e e e

H e e e
  (2) 

При этом должны быть удовлетворены условия ограниченности 
энергии поля в любом конечном объеме, краевые условия для касательных 
составляющих электрического поля на поверхности идеального провод-
ника: 

 
00

0, 0,z rr
E Eϕ ρ=ρ=

= =   (3) 

и условия непрерывности касательных составляющих полей на границе раз-
дела сред 

 
[ ]

[ ]

0, 0,

0, 0,

z rr

z rr

E E

H H

ϕ ρ=ρ=

ϕ ρ=ρ=

  = = 

  = = 
  (4) 

где [ ] ( ) ( )
0 0 00 0

lim limf f f
ρ ρ→ρ − ρ→ρ +
= ρ − ρ , а также условие излучения на беско-

нечности: убывание электромагнитного поля при ρ→∞ . 
Диэлектрическая проницаемость, магнитная проницаемость и кираль-

ность во всем пространстве имеют вид 

 
( ) 0

0

, ,
, ;

r r
r

ε ρ ≤ ρ ≤ε = 
ε ρ >

  
( ) 0

0

, ,
, ;

r r
r

μ ρ ≤ ρ ≤μ = 
μ ρ >

  0, ,
0, ,

r r
r

χ ≤ ρ ≤
χ =  ρ >
   (5) 

где ( ) [ ]1
0, ,C r rε ρ ∈  

[ ]
( )

0
0

,
min ,
r r
ε ρ > ε  ( ) [ ]1

0, ,C r rμ ρ ∈  
[ ]

( )
0

0
,

min
r r
μ ρ > μ  и χ  – ве-

щественная постоянная. 
Принята следующая классификация волн [1–4]. В зависимости от спек-

трального параметра γ  (постоянной распространения) волны бывают трех 
типов: распространяющиеся, затухающие, комплексные. 

Определение 1. Распространяющаяся волна характеризуется действи-
тельным параметром γ . 

Определение 2. Затухающая волна характеризуются чисто мнимым па-
раметром γ . 

Определение 3. Комплексная волна характеризуется комплексным па-
раметром γ  таким, что Re Im 0.γ γ ≠  
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В зависимости от условия на бесконечности волны бывают двух типов: 
поверхностные и вытекающие. В статье рассматриваются только поверхност-
ные волны. 

Определение 4. Поверхностная волна удовлетворяет условию 
( ) 0,u ρ →  .ρ→∞  

Таким образом, рассматривается задача о распространении поверх-
ностных волн в волноведущей структуре, которая заключается в нахождении 
собственных значений для системы уравнений Максвелла (с перечисленными 
выше условиями) относительно спектрального параметра γ  – постоянной 
распространения волноведущей структуры. 

Запишем систему уравнений Максвелла (1) в координатной форме: 

 
( )

( )

,

,

1 ,

,

,

1 ,

z

z z

z

z z

i H i E H

i H H i E H

H i E H

i E i H E

i E E i H E

E i H E

ϕ ρ ρ

ρ ϕ ϕ

ϕ

ϕ ρ ρ

ρ ϕ ϕ

ϕ

− γ = − ωε −ωχ
 ′γ − = − ωε −ωχ
 ′ ρ = − ωε −ωχ
ρ

 − γ = ωμ −ωχ
 ′γ − = ωμ −ωχ
 ′ρ = ωμ −ωχ ρ

 

 

 







  (6) 

и представим функции Eρ  Hρ  zE  zH  через Eϕ  и Hϕ  , используя 1, 3, 4 и  
6-е уравнение последней системы. Получаем выражения: 

 

( ) ( )

( ) ( )
2 2

2 2

1, ,

1, .

z

z

E i Hi E H
E E

H i Ei H E
H H

ϕ ϕϕ ϕ
ρ

ϕ ϕϕ ϕ
ρ

′ ′χ ρ + μ ρχ −μγ= = −
ω ωρχ − εμ χ − εμ

′ ′χ ρ − ε ρχ + εγ= = −
ω ωρχ − εμ χ − εμ

  

    

  

    

  (7) 

Из данных формул видно, что поле в волноводе может быть представ-
лено при помощи двух скалярных функций: 

 ( ) ( ): , : .e mu iE u Hϕ ϕ= ρ = ρ   (8) 

Отсюда следует, что достаточно найти функции eu  и mu  – касательные 

компоненты электрического и магнитного полей. Всюду ( )′⋅  обозначает диф-
ференцирование по ρ . 

Для касательных компонент поля eu  и mu  имеем следующую задачу на 
собственные значения: требуется найти такие γ∈ , для которых существу-
ют нетривиальные решения системы дифференциальных уравнений 

( ) ( )2 ,e e e e e m m m mu h u g u f u k u′′′ ′+ + − γ = ρ +    
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 ( ) ( )2 ,m m m e m e e e eu h u u f u k u′′′ ′+ + − γ = ρ +  g   (9) 

где 

2
1 ,eh

′εμ= +
ρχ − εμ

 
  

 2
1 ,mh

′ε μ= +
ρχ − εμ

 
  

 

( )2 2
2 2

1 1 ,eg
′εμ= ω χ + εμ − +

ρρ χ − εμ
   

  
 ( )2 2

2 2
1 1 ,mg

′ε μ= ω χ + εμ − +
ρρ χ − εμ

   
  

 

( )2
,ef

′χε=
ρ χ − εμ

 
  

 ( )2
,mf

′χμ=
ρ χ − εμ

 
  

 22 ,ek = − ω χε    22 ,mk = − ω χμ    

удовлетворяющие граничным условиям и условиям сопряжения на границах 
0r  и r  

[ ] [ ]
0 0

0, 0, 0, 0,e m e mr r r ru u u u′= = = =  

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 20, 0,e m m e

r r

u u u u   ′ ′ ′ ′χ ρ −μ ρ χ ρ − ε ρ   = =
   χ − εμ χ − εμ   

  
    

  (10) 

условию ограниченности энергии поля во всякой конечной области и усло-
вию на бесконечности: для поверхностных волн: ( ) 0,eu ρ →  ( ) 0,mu ρ →  

;ρ→∞  для вытекающих волн: ( ) ,eu ρ →∞  ( ) ,mu ρ →∞  .ρ→∞  
Решив задачи (9)–(10) и найдя компоненты поля eu  и mu , можно, под-

ставив их в формулу (7), определить поперечные составляющие. Определен-
ное так поле ,E H  удовлетворяет всем условиям (1)–(4). 

При rρ >  имеем 0′ε =  и 0χ = , тогда из (9) получаем систему 

( )

( )

2
2

2
2

1 0,

1 0,

e e

m m

u u

u u

 ′′ρ − ρ κ + =  ρ 
 ′′ρ − ρ κ + =  ρ 

  

где 2 2 2
0 0.κ = γ −ω ε μ  

Пользуясь тем, что у поверхностных волн электромагнитное поле зату-
хает на бесконечности, получаем решение последней системы в виде 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 1

; , ,

; , ,
e

m

u m C K

u m C K

ρ γ = κρ

ρ γ = κρ
  (11) 

где функция 1K  – модифицированная функция Бесселя (функция Макдо-
нальда) [9], 1C  и 2С  – постоянные. 
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В силу условия на бесконечности выбираем квадратный корень следу-
ющим образом: 

( )2 2 2
0 0 0 0 0

1 Re
2cκ = γ − ε μ = γ − ε μ + γ − ε μ +  

( ) ( )2 2 2
0 0 0 0 0 0sign Im Re

2
i+ γ − ε μ γ − ε μ − γ − ε μ . 

При 0r r≤ ρ ≤  имеем ( )ε = ε ρ , и из (9) мы получаем систему диффе-
ренциальных уравнений: 

 
( ) ( )

( ) ( )

2

2

: ,

: ,

e e e e e e m m m m

m m m m e m e e e e

Lu u h u g u f u k u

Lu u h u g u f u k u

′′′ ′= + + − γ = ρ +

′′′ ′= + + − γ = ρ +
  (12) 

где 

2
1 ,eh

′εμ= +
ρχ − εμ

 2
1 ,mh

′ε μ= +
ρχ − εμ

 

( )2 2
2 2

1 1 ,eg
′εμ= ω χ + εμ − +

ρρ χ − εμ
 ( )2 2

2 2
1 1 ,mg

′ε μ= ω χ + εμ − +
ρρ χ − εμ

 

( )2
,ef

′χε=
ρ χ − εμ

 ( )2
,mf

′χμ=
ρ χ − εμ

 22 ,ek = − ω χε  22 .mk = − ω χμ  

Если известно решение вне волновода, то задача в неограниченной об-
ласти может быть сведена к задаче на собственные значения на отрезке 
[ ]0,r r . Введем следующее 

Определение 5. Если существуют нетривиальные функции eu  и mu , 
отвечающие некоторому γ∈ , которые при rρ >  определяются решениями 
(11), а при 0r r≤ ρ ≤ являются решением системы уравнений (12), и функции 

eu  и mu  удовлетворяют условиям сопряжения (10), то γ  называется характе-
ристическим числом задачи. 

Определение 6. Пару функций eu  и mu , 2 2 0e mu u+ ≡ , будем назы-
вать собственным вектором задачи, отвечающим характеристическому числу 
γ∈ . 

Лемма 1. Если γ  – характеристическое число задачи, то ,−γ  γ  и −γ  
также являются характеристическими числами задачи с собственными векто-
рами ( ) ( ), , ,e m e mu u u u−  и ( ),e mu u−  соответственно. 

2. Вариационная постановка 

Будем искать решения eu  и mu  задачи в пространствах Соболева соот-
ветственно 
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( ) ( ){ }0

1 1
0 0 0, : , , 0rH r r f f H r r f= ∈ =  и ( )1

0,H r r  

со скалярным произведением и нормой: 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2 2 2
11 1, , , .

r r

r r

f g f g fg d f f f f f d′ ′= + ρ = = + ρ   

Здесь мы используем обозначение для пространства Соболева 
( )1

0 0 ,H r r , не совпадающее со стандартным: в нашем случае 
0

0rf = , но, во-

обще говоря, 0rf ≠ . Очевидно, имеет место вложение ( ) ( )1 1
0 0 0, ,H r r H r r⊂ . 

Для вариационной формулировки задачи умножим уравнения системы 
(12) соответственно на произвольные пробные функции ev  и mv , считая их 
пока непрерывно дифференцируемыми на отрезке [ ]0,r r . Используя формулу 
Грина, получаем 

( )
0 0 0 0

2
r r r r

r r r r

vLud u vd hu vd g uvd′′ ′ρ = ρ+ ρ− γ − ρ =     

 ( )0
0 0 0

2 ,
r r r

r
r

r r r

u v u v d hu vd g uvd′ ′ ′ ′= − ρ+ ρ− γ − ρ     (13) 

где , , , ,j j j ju u v v h h g g j e= = = = =  или m . 
Применяя полученную формулу (13) отдельно для первого и второго 

уравнений системы (12) на отрезке [ ]0,r r  и складывая результаты, полу-
чим 

( ) ( )
0 0

2
r r

e e m m e e m m
r r

v Lu v Lu d u v u v d+ ρ = −γ + ρ −   

( ) ( )
0 0

r r

e e m m e e e m m m
r r

u v u v d h u v h u v d′ ′ ′ ′ ′ ′− + ρ + + ρ +   

 ( ) ( )
0

( ) ( ) ( ) ( ) .
r

e e e m m m e e m m
r

u v u v d u r v r u r v r′ ′+ + ρ + + g g   (14) 

Принимая во внимание правые части уравнений системы (12), имеем 

( )
0

r

e e m m
r

v Lu v Lu d+ ρ =  
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 ( ) ( )( ) ( )
0 0

.
r r

e e m m m e e e m m m e
r r

f u v f u v d k u v k u v d′ ′= ρ + ρ ρ + + ρ    (15) 

Так как решения (11) вне волновода известны, выразим из формул (10) 
нормальные производные на границе rρ = : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 ,e e mu r F u r F u r
r

 μ χ′ = κ γ − + κ γ ε ε 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 ,m m eu r F u r F u r
r

 ε χ′ = κ γ − + κ γ μ μ 
  (16) 

где 

( ) ( )
( )

0

1
.

K r
F

K r
κ

γ = −
κ

 

Из (14), с учетом (15) и (16) получаем вариационное соотношение 

( ) ( )
0 0

2
r r

e e m m e e m m e e m m
r r

u v u v d u v u v u v u v d′ ′ ′ ′γ + ρ + + + + ρ −   

( ) ( )( ) ( )
0 0

1 1
r r

e e e m m m e e e m m m
r r

u v u v d h u v h u v d′ ′− + + + ρ − + ρ + g g  

( ) ( )( ) ( )
0 0

r r

e e m m m e e e m m m e
r r

f u v f u v d k u v k u v d′ ′+ ρ + ρ ρ + + ρ +   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1
e m eF u r F u r v r

r
  μ χ+ κ γ − + κ γ +   ε ε  

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 0.m e mF u r F u r v r
r

  ε χ+ κ γ − + κ γ =   μ μ  
  (17) 

Вариационное соотношение (17) получено для гладких функций ev   

и mv . Соотношение (17) распространяется на любые функции ( )1
0 0 , ,ev H r r∈  

( )1
0 ,mv H r r∈  по непрерывности в силу ограниченности соответствующих 

квадратичных форм, что будет показано ниже. 
Пусть ( ) ( )1 1

0 0 0, ,H H r r H r r= ×  – декартово произведение гильберто-
вых пространств со скалярным произведением и нормой: 

( ) ( ) ( ) 2 2 2
1 1 2 2 1 21 1 1 1, , , ; , ,u v u v u u H= + = + ∈u, v u u v  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 2 1 2 1 1 0 0 2 2 0, , , , , , , , , .T Tu u v v u v H r r u v H r r= = ∈ ∈u v  
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Тогда интегралы, входящие в (17), можно рассматривать как полутора-
линейные формы над полем  , заданные на H  от аргументов 

( ) ( ), , , .T T
e m e mu u v v= =u v  

Эти формы определяют [10] некоторые линейные ограниченные опера-
торы :T H H→  по формуле 

 ( ) ( ), , , ,t T H= ∀ ∈u v u v v   (18) 

при условии, что сами формы ограничены: ( ) .t C≤u, v u v  Линейность 
следует из линейности формы по первому аргументу, а непрерывность из 
оценок 

( )2 , .T t T C T= ≤u u u u u  

Рассмотрим полуторалинейные формы и порождаемые ими операторы: 

( )
0

( ) : ( ), ,
r

e e m m
r

k u v u v d K H= + ρ = ∀ ∈u,v u,v v  

( ) ( )( ) ( )
0

1 1( ) : 1 1 , , ,
r

e e e m m m
r

k g u v g u v d K H= + + + ρ = ∀ ∈u, v u v v  

( ) ( )
0

( ) : , , ,
r

e e m m m e
r

k k u v k u v d K H= + ρ = ∀ ∈u, v u v v   

( )
0

( ) : ( ), ,
r

e e m m e e m m
r

a u v u v u v u v d I H′ ′ ′ ′= + + + ρ = ∀ ∈u, v u,v v  

( )
0

1 1( ) : ( ), ,
r

e e e m m m
r

b h u v h u v d B H′ ′ ′ ′= + ρ = ∀ ∈u, v u, v v  

( ) ( )( )
0

2 2( ) : ( ), .
r

e e m m m e
r

b f u v f u v d B H′ ′= ρ + ρ ρ = ∀ ∈u, v u,v v  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1
e m es F u r F u r v r

r
  μ χ= κ γ − + κ γ +   ε ε  

u,v  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0

1 , , .m e mF u r F u r v r S H
r

  ε χ+ κ γ − + κ γ = γ ∀ ∈   μ μ  
u v v  (19) 

Теперь вариационную задачу (17) можно записать в операторном виде: 
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( ( ) ) 0,N Hγ = ∀ ∈u, v v  

или эквивалентно 

 ( )( )2
1 1 2( ) : 0.N K I K B B K Sγ = γ + − − + + + γ =u   (20) 

Уравнение (20) – операторная запись вариационного соотношения (17). 
Характеристические числа и собственные векторы N совпадают по определе-
нию с собственными значениями и собственными векторами исходной задачи 
на собственные значения на отрезке [ ]0,r r . 

3. Исследование спектра 
Задача о поверхностных электромагнитных волнах в неоднородном от-

крытом волноводе с киральным слоем свелась к изучению спектральных 
свойств оператор-функции N. Приведем следующие утверждения о свойствах 
операторов, входящих в оператор-функцию ( )N γ , которые понадобятся  
в дальнейшем (доказательство см. в [5, 6]). 

Лемма 2. Ограниченные операторы ,K  1K  и :K H H→  являются 
компактными и 0K > . 

Лемма 3. Операторы 1B  и 2 :B H H→  являются компактными. 
Лемма 4. Оператор :S H H→  является компактным. 
Обозначим через ( )Nξ  резольвентное множество оператор-функции 

( )N γ , т.е. совокупность тех γ∈ , при которых оператор ( )N γ  имеет огра-
ниченный обратный. Спектр ( )N γ , будем обозначать через ( );Nσ  

( ) ( )\ .N Nσ = ξ  
Теорема 1. Оператор-функция ( ) :N H Hγ →  является ограниченной, 

голоморфной и фредгольмовой в области \ ,Λ = Λ  

{ }2 2 2
0 0: Im 0,Λ = γ γ = γ ≤ ω ε μ . 

Доказательство. В области Λ  оператор-функция ( ) :N H Hγ →  явля-
ется ограниченной и голоморфной. Оператор-функция ( )N γ  фредгольмова 
как сумма обратимого I  и компактных 1 1 2, , , ,K K B B K  и S  операторов. 

Лемма 5. Существует γ∈   такое, что оператор ( )N γ  непрерывно об-

ратим, т.е. резольвентное множество ( ) ( ){ }1: : :N N H H−ξ = γ ∃ γ →  оператор-

функции ( )N γ  не пусто; ( ) .Nξ ≠ ∅  

Доказательство. Пусть 0 0 0γ = ω ε μ , тогда 

 2 2
0 0 0.κ = γ −ω ε μ =   (21) 

Рассмотрим оператор-функцию ( )N γ  на множестве 0 0[ , )tγ γ +  для не-
которого 0t > . Эта функция непрерывна на указанном множестве в силу (19), 
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(20), выбора ветви квадратного корня и асимптотики функций при 0z→+  
( )z R∈ : 

( ) ( ) ( )0 1 0
1ln , , 0.K z z K z F
z

∼ − ∼ γ =  

Тогда если существует и ограничен оператор ( )1
0 :N H H− γ → ,  

то найдется такое 00 t t< < , что оператор ( )1
0 0N t− γ +  также будет ограни-

ченным и ( )0 0t Nγ + ∈ξ . Таким образом, в силу фредгольмовости ( )N γ  до-
статочно доказать, что уравнение ( )0 0N γ =u  имеет только тривиальное ре-
шение. 

Варьируя функции ev  и mv  в (17), получаем, что выполнено (16). Тогда 
при 0γ = γ  (соответственно, 0κ = ) и имеем ( ) ( ) 0e mu r u r′ ′= = . Подставляя 
эти выражения в условия сопряжения (10), нетрудно проверить, что  
при ( )( ) ( )( )2

0 0r rχ ≠ ε − ε μ −μ  необходимо ( ) ( ) 0e mu r u r= = . Но тогда мы 
имеем задачу Коши для системы дифференциальных уравнений второго по-
рядка (9) с однородными (нулевыми) начальными условиями. Откуда в силу 
гладкости коэффициентов уравнений находим, что ( ) ( ) 0e mu r u r≡ ≡ . Заме-
тим, что точка 0 0tγ +  лежит в области голоморфности оператор-функции 
( )N γ , поэтому непустота резольвентного множества доказана. 

Теорема 2. Спектр оператор-функции ( ) :N H Hγ →  является дискрет-
ным в Λ , т.е. имеет конечное число характеристических точек конечной ал-
гебраической кратности в любом компакте 0K ⊂ Λ . 

Доказательство. Утверждение теоремы является следствием теоремы 1 
и теоремы о голоморфной оператор-функции [11]. 

4. Проекционный метод 
Используя вариационное соотношение (17), применим проекционный 

метод [12] для получения системы алгебраических уравнений. Разделим от-

резок [ ]0,r r  на n  равных отрезков длиной 0r rh
n
−

= . Определим набор из n  

отрезков 

( ) ( )0 01 , 1 , 1,..., 1i r i h r i h i nΦ =  + − + +  = −   и ( )0 1 ,n r n h rΦ =  + −    

и набор из ( 1)n +  отрезков 

[ ] ( )1 0 0 0 0, , 2 , , 2,...,jr r h r i h r il j nΨ = + Ψ =  + − +  =   и ( )1 0 1 ,n r n h r+Ψ =  + −   . 

Эти отрезки будем называть носителями. 
В соответствии со схемой проекционного метода выберем базисные 

функции iϕ  и jψ  будем определять приближенное решение уравнения (18) 
как линейную комбинацию базисных функций. Базисные функции определе-
ны на носителях iΦ  и jΨ . 
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Базисные функции iϕ , определенные на iΦ , имеют вид 

 

( )

( )

0
0

0
0

1
, ,

1, 1
1

, ,
i

r i h
r ih

h i n
r i h

r ih
h

ρ− − −
ρ < +ϕ = = −

ρ− − +− ρ > +

  (22) 

и 

 n
r h
l

ρ − +ϕ = .  (23) 

Соответственно базисные функции jψ , определенные на jΨ , имеют 
вид 

 
2 2 2

0 0
1 2

2r r h
h

ρ − ρ + −
ψ = − , (24) 

 

2 2
0 0

02
2

0
0

2 , ,

2 , ,

r r r h
h

r h r h
h

ρ − ρ+ ρ < +ψ = 
ρ− −− ρ > +

  (25) 

 

( ) ( )

( )

0
0

0
0

2
, 1 ,

3,
, 1 ,

j

r i h
r i h

h j n
r ih r i h
h

ρ− − −
ρ < + −ψ = =

ρ− −− ρ > + −

  (26) 

и 

 1n
r h
h+

ρ − +ψ = . (27) 

Отметим, что так определенные базисные функции учитывают краевые 
условия (10). Приближенные решения рассматриваемой задачи будем искать 
в виде 

 
1

1 1
,

n n

e i i m j j
i j

u u
+

= =
= α ϕ = β ψ  ,  (28) 

где iα , jβ  – неизвестные коэффициенты. 
Подставляя функции eu  и mu  вида (28) в вариационное соотношение 

(17), получим систему линейных алгебраических уравнений относительно iα  
и jβ  (для фиксированного значения γ ): 

 ( ) 0A xγ = ,  (29) 

где матрицы ( )A A= γ  и x  имеют вид 
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1,1 1, 1,1 1, 1
1

,1 , ,1 , 1

1,1 1, 1,1 1, 1 1

1,1 1, 1,1 1, 1 1

,

n n
ee ee em em

n n n n n n
ee ee em em n

n n
me me mm mm

n n n n n n n
me me mm mm

A A A A

A A A A
A x

A A A A

A A A A

+

+

+

+ + + + + +

  α  
  
  
 α = =    β  
  
    β   

 

 
      

 

 
     

 

, 

с коэффициентами 
, 2

i i i i

i j
ee i j i j e i j e i jA d d g d h d

Φ Φ Φ Φ

′ ′ ′ ′= γ ϕ ϕ ρ+ ϕ ϕ ρ− ϕ ϕ ρ− ϕ ϕ ρ+     

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 , , 1,i j
r

F r r i j n
r

 μ 
+κ γ − ϕ ϕ = ε 

, 

( )( ) ( ) ( ) ( ),

0
, 1, , 1, 1,

i

i j
em e i e i j i jA f k d F r r i n j n

Φ

χ′= ρϕ + ϕ ψ ρ + κ γ ϕ ψ = = +
μ  

( )( ) ( ) ( ) ( ),

0
, 1, , 1, 1,

i

i j
me m i m i j i jA f k d F r r i n j n

Φ

χ′= ρψ + ψ ϕ ρ + κ γ ψ ϕ = = +
ε  

, 2

i i i i

i j
mm i j i j m i j m i jA d d d h d

Ψ Ψ Ψ Ψ

′ ′ ′= γ ψ ψ ρ + ψ ψ ρ − ψ ψ ρ − ψ ψ ρ +   g  

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 , , 1, 1i j
r

F r r i j n
r

 ε 
+κ γ − ψ ψ = + μ 

. 

Матрица A  имеет размерность ( ) ( )2 1 2 1n n+ × + .  
Обозначим через Δ  определитель матрицы ( )A γ : 

 ( ) ( )det AΔ γ ≡ γ .   

Будем искать приближенные решения γ∈   как решения уравнения 

( ) 0Δ γ = . Если интервал , γ γ   таков, что ( ) ( ) 0Δ γ ×Δ γ < , то это означает, 

что существует , γ∈ γ γ  , которое является характеристическим числом пуч-
ка и, соответственно, постоянной распространения рассматриваемой задачи. 
За счет увеличения n  это значение может быть вычислено с любой заданной 
точностью. 

5. Численные результаты 
В качестве модельной рассмотрим задачу со следующими параметра-

ми: 0 2,r =  4,r =  4 ,ε = + ρ  1,μ =  0 0 1.ε = μ =  Дисперсионные кривые для 
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двух волн (графики зависимости нормированной постоянной распростране-
ния /γ ω  от частоты ω ) приведены на рис 2.  

 

 
Рис. 2. Дисперсионные кривые. Красные точки соответствуют  

киральному заполнению волновода 0,01χ = . Синие кривые соответствуют  
волноводу заполненному неоднородным диэлектриком 0χ =  

 
Рисунок 2 показывает, что киральное заполнение слоя в определенном 

диапазоне частот существенно влияет на свойства распространяющихся волн.  
Предложенный метод позволяет вычислять характеристики волноводов 

кругового сечения с неоднородным киральным слоем.  
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Численный метод решения задачи о распространении  
ТЕ-поляризованных волн в многослойном неоднородном  

волноводе кругового сечения, заполненном метаматериалом 
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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Целью работы является численное исследование 
задачи о распространении ТЕ-поляризованных электромагнитных волн многослой-
ной регулярной неоднородной волноведущей структуры со слоями из метаматериала. 
Материалы и методы. Проблема сводится к решению задачи на собственные значе-
ния для системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Для получения чис-
ленного решения задачи используется метод пристрелки по параметру. Результаты. 
Осуществлена реализация численного метода для решения задачи распространения 
электромагнитной волны в волноводе многослойного типа. Были получены числен-
ные результаты вычислений. Выводы. Примененный метод отлично подходит для 
нахождения приближенного решения задачи распространения электромагнитных 
волн в структуре волновода. 
Ключевые слова: задача распространения электромагнитных волн, ТЕ-волны, урав-
нение Максвелла, дифференциальные уравнения, многослойный волновод, метама-
териал, метод пристрелки 
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A numerical method for solving the problem  
of TE-polarized waves’ propagation in a multilayer  

inhomogeneous circular waveguide filled with a metamaterial 
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Abstract. Background. The purpose of this work is to numerical study the problem of TE-
electromagnetic waves’ propagation in a multilayer regular waveguide structure with met-
amaterial layers. Material and methods. The problem boils down to solving the eigenvalue 
problem for a system of ordinary differential equations. To achieve a numerical solution, 
the parameter shooting method is used. Results. A numerical method is implemented to 
solve the problem of an electromagnetic wave’s propagation in a multilayer waveguide. 
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Numerical results were obtained. Conclusions. The applied method is excellent for finding 
an approximate solution to the problem of propagation of electromagnetic waves in the 
structure of a waveguide. 
Keywords: propagation problem of electromagnetic waves, Maxwell's equations,  
TE-waves, differential equations, multilayer waveguide, metamaterial, shooting method 
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Введение 
Применение новых композитных материалов и новых технологий  

в проектировании оптоэлектронных устройств привело к необходимости  
исследования новых классов задач электродинамики, в частности, много-
слойных волноведущих структур со вставками из метаматериала. Внедрение 
композитных материалов позволяет получить полезные качества для пере-
дачи. При этом основной задачей является изучение режимов распростране-
ния электромагнитных волн в таких изделиях [1–5]. 

В представленной работе рассматривается задача о распространении 
волн H типа (TE-волн), которые распространяются в многослойном открытом 
круглом волноводе со слоями из метаматериала. Физическая задача сводится 
к решению задачи на собственные значения для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Проверка метода и получение численных ре-
зультатов основана на испытании серии неоднородных волноводов с различ-
ным заполнением слоев. 

1. Постановка задачи 
В качестве геометрической модели возьмем векторное пространство 

3. В данном случае систему координат будем предполагать цилиндриче-
ской (0ρφz) . Весь объем пространства заполнен изотропной средой с посто-
янной диэлектрической проницаемостью 0 constε εc = , где 0ε  – диэлектриче-
ская проницаемость вакуума.  

Многослойный волновод цилиндрической формы 

( ){ }1W : , , : 0 , 0 2z r= ρ ϕ ρ < ϕ < π    

( ){ } ( ){ }11 2, , : , 0 2 , , : , 0 2n nz r r z r r−ρ ϕ ρ ϕ < π … ρ ϕ ρ ϕ < π         

с образующей линией, параллельной оси Oz , помещается в 3. Продолже-
ние волновода по оси z  – не ограничено. Его сечение, полученное в резуль-
тате «разреза» волновода перпендикулярно данной оси, представляет собой 
окружности концентрической формы с радиусами 1 2, , , nr r r  (рис. 1). Заме-
тим, что волновод является n -слойным. 
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Рис. 1. Поперечное сечение волновода W 

 
Магнитная проницаемость также постоянна и равна 0μ = μ , где 0μ  – 

магнитная проницаемость вакуума. 
Комплексные амплитуды ,E H  монохроматического электромагнитно-

го поля должны удовлетворять уравнениям Максвелла 

  
rot ωε ,
rot ωμ ;

i
i

= −
 =

H E
E H

  (1) 

  ( ) ( )ρ φ ρ φ, , , , , .
T T

z zE E E H H H= =E H   (2) 

Обозначение (.)T  всюду предполагает операцию транспонирования. 
Так как рассматриваются вытекающие волны, следует учитывать усло-

вие на бесконечности, которое сформулировано следующим образом: элек-
тромагнитное поле растет при ;ρ→∞  ω  – круговая частота. Также необхо-
димо выполнение условий непрерывности касательных компонент поля на 
границах контакта сред 1 nr rρ =  . Обозначение (.)T  всюду предполагает 
операцию транспонирования. Решения уравнений Максвелла ищутся во всем 
пространстве. 

Диэлектрическая проницаемость во всем пространстве имеет вид 
0ε = εε , где 

  

1
2
1 1 2

2
2 2 3

2
1 1

, 0 ,

( ), ,

( ), ,ε

( ), ,
, .

с

n n n

c n

r

r r

r r

r r
r

− −

ε ≤ ρ ≤

−ε ρ ≤ ρ ≤

ε ρ ≤ ρ ≤= 


−ε ρ ≤ ρ ≤
ε ρ ≥




  (3) 

Следовательно, рассматривается многослойный круглый открытый не-
однородный волновод со слоями из метаматериала.  
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Рассмотрим ТЕ-волны в гармоническом режиме: 

( ) ( )φ ρ0, ,0 , ,0, ,
T Ti t i t i t i t

ze e E e e H H− ω − ω − ω − ω= =E H   

φ φ ρ ρ( , ,z), ( , , z), ( , ,z).z zE E H H H H= ρ ϕ = ρ ϕ = ρ ϕ  

В уравнения (1) впишем поля E  и H , тем самым получим следующую 
систему: 

1 0,

,

1

(1

0,

,

)
.

z

z

z
z

z

H

H H i E

H

E
i H

E
i H

ϕ
ρ

ρ

ϕ

ρ

ϕ

∂ =

ω

ωμ

∂ ρ
= ωμ

ρ ∂ϕ
∂ ∂− = − ε ∂ ∂ρ

 ∂ =ρ ∂ϕ
∂
 = −
∂

ρ ∂ρ






 

Анализируя предыдущую систему, видим, что компоненты zH  и Hρ  
не зависят от ϕ . Eϕ  выражается через zH  и Hρ . Можно сделать вывод о 
том, что Eϕ  также не зависит от ϕ . 

Необходимые для решения задачи волны должны распространяться 
вдоль оси Oz  волновода W  с гармонической зависимостью от z . Отсюда 
можно записать компоненты полей E  и H  как  

( ) , ( ) , ( ) ,i z i z i z
z zE E e H H e H H eγ γ γ

ϕ ϕ ρ ρ= ρ = ρ = ρ  

где γ  обозначает вещественный спектральный параметр (постоянная распро-
странения электромагнитной волны), который нужно отыскать. 

При этих условиях система представляется в виде 

 

( ) ( ( )) ( ),

( ) ( ),
1 ( ( )) ( ),

z

z

i H H i E

i E i H

E i H

ρ ϕ

ϕ ρ

ϕ

 ′γ ρ − ρ = − ωε ρ
 γ ρ = − ωμ ρ


′ρ ρ = ωμ ρρ

  (4) 

где (.) d
d

′ ≡
ρ

. 

Выразим компоненты zH  и Hρ  через Eϕ  из системы (4): 

1 1( ) ( ( )) , ( ) ( )zH E H E
i ϕ ρ ϕ

γ′ρ = ρ ρ ρ = − ρ
ωμ ρ ωμ

, 
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подставим найденные выражения в первое уравнение  

2 21 ( E ( )) )E ( ) 0.(
'

ϕ ϕ
 ′ρ ρ με − γ ρ = ρ 

+ ω  

Заменив ( ) : E ( )u ϕρ = ρ  и 2 2
0 0 0:k = ω μ ε , получим 

  ( )1 2 2
0( ) ) 0.(u u

'
k− ′ρ ρ ε − γ =+    (5) 

В цилиндре 10 r< ρ <  диэлектрическая проницаемость представлена  
в виде сε = ε . Получим уравнение Бесселя из формулы (5): 

  1 2 2 2 2 2
00, .с с сu'' u' u k u k k− −+ ρ −ρ − = = γ − ε   (6) 

Решив уравнение (6), мы получим 

 1 1 1 1 1( ) ( ), .c cu C I k C K k r= ρ + ρ ρ <  

Важным требованием является учет условия ограниченности поля во 
всякой конечной области. Из чего следует, что 1 0С =  и решение примет 
вид 

  1 1( ).cu C I k= ρ    (7) 

В оболочке волновода 1( )nr r< ρ <  получим следующее уравнение: 

  1 2 2 2 2 2
00, ( ) .i i iu'' u' u k u k k− −+ ρ −ρ − = = ε ρ − γ   (8) 

При nrρ >  получим  

  1 2 2 2 2 2
00, .c c cu'' u' u k u k k− −+ ρ −ρ − = = γ − ε   (9) 

Так как рассматриваются вытекающие волны, для которых амплитуда 
поля возрастает при удалении от волновода в поперечном направлении, то 
решение (9) будет иметь вид 

  2 1( ), .c nu C I k r= ρ ρ >   (10) 

Условия сопряжения для функций ( )u ρ  и ( )u' ρ выглядят следующим 
образом: 

  [ ] | 0, [ ] | 0.
i ir ru u'ρ= ρ== =   (11) 

Сформулируем задачу. Необходимо отыскать такие вещественные 
значения параметра γ , для которого будет существовать отличная от нуля 
функция u  (зависящая от ρ ), в свою очередь определяемая формулами (7) и 
(10); в оболочке волновода она будет удовлетворять уравнениям (8), а также 
принимать условия сопряжения на границах (11) и выполнять условия на 
бесконечности. 
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2. Численный метод вычисления собственных значений 

Для исследования возьмем задачу Коши на сегменте 1 2[ , ]r r  для уравне-
ния  

  1 2 2
1 ( )u'' u' u k u− −= −ρ + ρ − ρ ,  (12) 

для которой будут использованы условия 

  1 1
1 1 1 1 1 1 0 1

1

( )( ) ( ), ( ) ( ) c
c c c

c

I k ru r C I k r u' r C k I k r
k r

 
= = − 

 
.  (13) 

После чего возьмем новую («следующую») задачу Коши на отрезке 
2 3[ , ]r r : 

  1 2 2
2 ( ) .u'' u' u k u− −= −ρ + ρ − ρ   (14) 

Начальные условия будут иметь вид 
  2 2 2 2( 0) ( 0), ( 0) ( 0),u r u r u' r u' r+ = − + = −   (15) 

2( 0)u r −  и 2( 0)u' r −  здесь определяются из условий сопряжения на границе 

2,rρ =  как решения предыдущей задачи Коши в точке 2.rρ =   
Решая вспомогательные задачи Коши на оставшихся отрезках 

3 4 1([ , ], ,[ , ]),n nr r r r−  получаем значения ( 0)nu r −  и ( 0)nu' r −  на границе вол-
новода. 

Постоянную 2С  примем за единицу и, воспользовавшись условиями 
сопряжения на границе nr  (11), получим дисперсионное уравнение 

  1
1 0

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .c n
n c n c n c n

c n

I k ru' r I k r k u r I k r
k r

 
Δ γ ≡ − − 

 
  (16) 

Необходимо рассмотреть функцию  

( ) : ( 0; ) ( 0; ).n nF u r u rγ = − γ − + γ  

Так как нам известны решения (10) и соответствующие условия сопря-
жения на nr  (11), то очевидно, что ( ; ) ( ).nF r γ ≡ Δ γ   

Значения функции ( )F γ  можно выразить только через значения реше-
ния задачи Коши (видно из формулы (16)). Пусть γ = γ  таково, что ( ) 0F γ = . 
Из этого следует вывод, что число γ  можно считать решением задачи, т.е. 
постоянной распространения. 

Утверждение. Если существует отрезок *
*, ,  γ γ ∈ γ γ    , для которого 

( ) ( ) 0F Fγ γ < , то постоянная распространения (одно собственное значение) 
( , )γ∈ γ γ  задачи будет существовать (хотя бы одно собственное значение). 

При использовании рассматриваемого метода можно изобразить гра-
фики, которые показывают зависимость распространения γ  от частоты f . 
Данная частота связана с циклической частотой ω  при помощи равенства 
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2f = πω . Кривые ( )fγ = γ  такого типа также называют дисперсионными 
кривыми.  

Возьмем *
*0 f f< < < ∞ . Также предположим, что 2 *

0 *ck ε < γ < γ < ∞  – 

некоторые числа. Полагаем * *
* *[ , ], [ , ].f f f∈ γ∈ γ γ  

Необходимо разбить отрезки *
*,f f 

   и *
*, γ γ   на n  и m  частей со-

ответственно. Тогда имеем { , },i if γ  0 ,i n=   0 ;j m=   к тому же 0 *,f f=  
*,nf f=  0 *,γ = γ  *.mγ = γ  Следующим шагом будет построение ( ; )i jF f γ : 

( , ) : ( 0) ( 0).i j ij n ij nF f u r u rγ = − − +  

Пусть для if  будут существовать некоторые jγ  и 1j+γ , на основе ко-
торых 

1( ; ) ( ; ) 0.i j i jF f F f +γ γ <  

Выходит, что имеется собственное значение 1( , ) 0,j j j+γ ∈ γ γ <  которое 
будет собственным значением для задачи о распространении волн в волнове-
дущей структуре. Такому значению отвечает толщина слоя if . Чтобы отыс-
кать значение jγ , можно воспользоваться широко известным методом дихо-
томии. Он полезен тем, что благодаря нему можно добиться высокой точно-
сти вычисления. 

Создадим метод нахождения приближенного значения постоянной рас-
пространения, положив за основу метод половинного деления (МПД). 

Следует задать погрешность 0δ > . Используем отрезок 1 1, γ γ  , удо-

влетворяющий неравенству  

1 1( , ) ( , ) 0.i iF f F fγ γ <  

Собственные значения γ  (искомое) и 1γ  (приближенное) должны при-
надлежать диапазону 1 1( , )γ γ . 

Необходимо найти центральную точку отрезка 1γ  (т.е. его середину): 

1 1 1( ) / 2+γ = γ γ . 

Вычислим функцию 1( ; )iF f γ  и проверим такие условия: 
• Число 1γ  – искомое приближенное собственное значение, когда 

1( ; )iF f γ  меньше и не равняется указанной погрешности. 

• Собственное значение ( )1 1,γ∈ γ γ , если ) )1 1( ; ( ;i iF f F fγ γ  будет мень-

ше нуля. Считая 1:nγ = γ  и 1:nγ = γ  получим, что ( , ).n n nγ ∈ γ γ  

• Собственное значение ( )1 1,γ∈ γ γ , если ) )1 1( ; ( ;i iF f F fγ γ  будет мень-
ше нуля. 

Положив 1:nγ = γ  и 1:nγ = γ , получим, что ( , ).n n nγ ∈ γ γ  
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Шаг за шагом используем МПД. Дойдя до n  шага, мы обнаружим, что 
искомое приближенное значение ( , ).n n nγ ∈ γ γ  После этого станет понятно, 

что 1 12 .n
n n

−γ − γ = γ − γ  

Выберем число n  такое, что неравенство 1 12 n− γ − γ < δ  будет выпол-
няться. Тогда в качестве приближенного значения nγ  постоянной распро-
странения γ  можно принять, к примеру, центральную точку отрезка 1 1, γ γ  , 

т.е. ( ) / 2n n nγ = γ + γ . 

3. Численные результаты 
Для получения численных результатов был использован метод, пред-

ложенный в предыдущем разделе. 
Построены графики дисперсионных кривых. На их основе изучена за-

висимость спектрального параметра γ  от циклической частоты ω . 
На рис. 2 визуализированы графики дисперсионных кривых 4-слойного 

волновода, состоящего из однородных слоев. Слои c метаматериалом чере-
дуются с заполненными диэлектриком слоями.  

 

  

  

  
Рис. 2. Дисперсионные кривые и профили диэлектрической проницаемости 
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Заключение 
Проведено численное исследование спектра задачи о ТЕ-поляризован-

ных электромагнитных волнах многослойного волновода. Использование 
предложенного варианта метода может быть оправдано, когда проводится 
анализ однородных волноводов с n -слоями, а явное дисперсионное уравне-
ние имеет очень сложную форму.  

Для неоднородного волновода явное дисперсионное уравнение недо-
ступно, и численное исследование спектра собственных значений может быть 
выполнено только численным методом, например, предложенным в этой ра-
боте. Проведенные эксперименты подтвердили правильность реализации 
данного метода, его сходимость и эффективность. 
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Разработка метода лазерной искровой спектроскопии  
для задач геологоразведки и экологического мониторинга  

водных сред в режиме реального времени 
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А. А. Ильин4, А. В. Боровский5, О. А. Букин6 

1,2,3,4,5,6Дальневосточный федеральный университет,  
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4ilyin@iacp.dvo.ru, 5ifitfizik@gmail.com, 6o_bukin@mail.ru  

1 
Аннотация. Актуальность и цели. Освоение ресурсов континентального шельфа  
в настоящее время является приоритетной задачей. Одновременно важным аспектом 
остается обеспечение экологической безопасности морских акваторий. В данной свя-
зи являются актуальными разработка и создание роботизированных систем, осна-
щенных специализированными комплексами, способными решать широкий функци-
ональный спектр подводных работ. Цель данной работы заключалась в создании ап-
паратно-программного комплекса на основе метода лазерной искровой спектроско-
пии с возможностью его интеграции на телеуправляемый подводный аппарат обсле-
довательского класса для проведения измерений элементного состава морской во-
ды и донных пород в режиме In Situ. Материалы и методы. Анализ элементного 
состава морской воды и проб грунта производился с помощью метода лазерной ис-
кровой спектроскопии. В качестве источника возбуждения лазерной плазмы ис-
пользовался двухимпульсный лазер Nd:YAG с диодной накачкой DF-251 (SOL  
Instruments). Результаты. Разработан экспериментальный образец аппаратно-
программного комплекса подводного спектрометра на основе метода лазерной ис-
кровой спектроскопии с возможностью его интеграции на существующие теле-
управляемые необитаемые подводные аппараты обследовательского класса. Прове-
дены лабораторные эксперименты по определению химического состава пробы 
морской воды. Показана возможность применения представленного аппаратно-
программного комплекса в задачах экологического мониторинга морских аквато-
рий и геологоразведки. Выводы. Полученные лабораторные результаты позволяют 
утверждать, что разработанный аппаратно-программный комплекс является пер-
спективным решением для применения в задачах экологического мониторинга 
морских акваторий и геологоразведки.  
Ключевые слова: спектроскопия, лазерная искровая спектроскопия, плазма, эколо-
гический мониторинг, геологоразведка 
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method for the issues of geological exploration  
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Abstract. Background. Currently, the priority task is to develop the resources of the conti-
nental shelf. At the same time, ensuring the environmental safety of marine areas remains 
an important aspect. In this regard, the development and creation of robotic systems 
equipped with specialized complexes capable of solving a wide functional range of under-
water operations is relevant. The purpose of this work is to create a hardware and software 
complex based on the method of laser-induced breakdown spectroscopy with the possibility 
of integrating it into a remotely operated underwater vehicle of the survey class for measur-
ing the elemental composition of seawater and bottom rocks in the In Situ mode. Materials 
and methods. The analysis of the elemental composition of seawater and soil samples was 
carried out using the laser-induced breakdown spectroscopy method. A two-pulse diode-
pumped Nd: YAG laser DF-251 (SOL Instruments) was used as a source of laser plasma 
excitation. Results. An experimental hardware and software complex of an underwater spec-
trometer based on the method of laser-induced breakdown spectroscopy with the possibility of 
integrating it into existing remotely operated underwater vehicle (ROV) of the inspection 
class has been developed. Laboratory experiments were carried out to determine the chemical 
composition of a seawater sample. The possibility of using the presented hardware and 
software complex in the tasks of environmental monitoring of sea areas and geological ex-
ploration is shown. Conclusions. The obtained laboratory results make it possible to assert 
that the developed hardware and software complex is a promising solution for application 
in the problems of environmental monitoring of sea areas and geological exploration. 
Keywords: spectroscopy, laser induced breakdown spectroscopy, plasma, environmental 
monitoring, geological exploration 
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Введение 
В настоящее время постоянно увеличивающиеся темпы добычи полез-

ных ископаемых на морском шельфе обусловливают поиск новых техниче-
ских решений в области задач, связанных с геологоразведкой. В свою очередь 
особенно остро стоит вопрос экологической безопасности морских акваторий 
в связи с постоянно возрастающим негативным воздействием различных ан-
тропогенных факторов. Для оперативного предотвращения пагубных послед-
ствий необходимо своевременно проводить оценку критических нагрузок и 
изучение ассимиляционной емкости морских экосистем. Для этих целей яв-
ляются актуальными разработка и создание роботизированных систем, осна-
щенных специализированными аппаратно-программными комплексами 
(АПК), способными проводить широкий функциональный спектр подводных 
работ. В качестве перспективного метода, позволяющего решать задачи в об-
ласти геологоразведки и экологического мониторинга морских акваторий, 
может выступать метод лазерной искровой спектроскопии (ЛИС), основан-
ный на принципах генерации лазерной плазмы как источника возбуждения 
атомных и молекулярных эмиссионных спектров. Метод ЛИС получил ши-
рокое распространение в лабораторных приложениях и натурных исследова-
ниях как в условиях земной атмосферы, так и на космических аппаратах. На 
данный момент он применяется практически во всех областях, где необходи-
мо оперативное и точное определение химического состава различных объек-
тов: элементный анализ жидкостей, газов, аэрозолей и твердых тел; обнару-
жение следовых компонент загрязнителей воды, почвы и воздуха; видовой 
отбор биологических материалов, включая семена и бактерии; обнаружение 
взрывчатых веществ, а также компонент химического и биологического ору-
жия, ядерных отходов [1]. С помощью модуля ChemCam, разработанного 
специально для космического аппарата Curiosity, были получены спектро-
метрические измерения, на основании которых были получены данные о 
наличии следов воды на поверхности Марса [2]. 

Несмотря на то, что работы по использованию метода ЛИС для анализа 
веществ начались достаточно давно [3], исследования, посвященные разра-
ботке метода для его использования в анализе морской подводной среды ак-
тивно продолжаются и в настоящее время [4]. Для непосредственной реали-
зации измерений химического анализа в подводных условиях возникает ряд 
существенных ограничивающих факторов [5].  

Несмотря на это, например, в результате накопленного опыта группой 
специалистов Токийского университета был создан подводный измеритель-
ный комплекс ChemiCam (Chemical Camera) второго поколения [6]. 
ChemiCam – это устройство ЛИС (в англоязычной литературе – LIBS), разра-
ботанное Университетом Токио, Япония. Устройство обладает уникальной 
способностью выполнять в режиме in situ многоэлементный химический ана-
лиз как жидкостей, так и месторождений полезных ископаемых в океане на 
глубинах до 3000 м. Этот комплекс имеет два режима работы. В первом ре-
жиме лазер фокусируется непосредственно через линзу, установленную на 
крышке основного корпуса, и производятся спектроскопические измерения 
состава морской воды. Во втором режиме лазер излучается через волоконно-
оптический кабель длиной 4 м и фокусируется с помощью оптической голов-
ки, которая может удерживаться манипулятором ROV. Эта установка исполь-
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зуется для проведения спектроскопических измерений месторождений по-
лезных ископаемых. Натурные испытания по изучению химического состава 
морской воды и минеральных отложений были проведены в акваториях 
Японского моря на глубинах свыше 1000 м. Данные исследования продемон-
стрировали эффективность использования метода ЛИС для непосредственно-
го бесконтактного исследования химического состава различных подводных 
объектов и хорошо согласовались с ранее полученными результатами. Дан-
ные обстоятельства позволяют говорить о благоприятной перспективе при-
менения ЛИС-спектрометров в задачах геологоразведочных работ. 

В свою очередь общим недостатком вышеперечисленных измеритель-
ных комплексов является необходимость применения подводных аппаратов-
носителей рабочего класса, что делает эти системы малодоступными в широ-
ком практическом использовании за счет высокой стоимости, больших раз-
меров и уникальности используемой аппаратуры. Также эти АПК разработа-
ны для непосредственного управления специально обученным оператором,  
а вся окончательная постобработка полученных данных выполняется непо-
средственно после передачи ее на поверхность, что существенно снижает 
оперативность проведения измерений и ограничивает возможности суще-
ствующих решений. В этой связи дальнейший тренд технических разработок 
в области подводных исследований должен быть направлен на создание ап-
паратно-программных комплексов с возможностью их интеграции на суще-
ствующие телеуправляемые или автономные аппараты обследовательского 
класса. В данной статье представлен разработанный подводный аппаратно-
программный комплекс ЛИС-спектрометра с возможностью установки на те-
леуправляемые необитаемые подводные аппараты (ТНПА) обследователь-
ского класса.  

1. Экспериментальная установка 
Функциональная схема спектрометра и сам комплекс в сборе представ-

лены на рис. 1. 
 

 
а) б) 

Рис. 1. АПК в сборе (а); схема подводного ЛИС-спектрометра (б) 
 
Излучение на длине волны 1064 нм генерируется с помощью двух-

импульсного лазера Nd:YAG с диодной накачкой DF-251 (SOL Instruments) 1 
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с энергией импульса в каждом резонаторе 50 мДж. Лазер был специально 
разработан для использования в ЛИС-спектрометре на подводном аппарате, 
он позволяет осуществлять двухимпульсную схему возбуждения с шагом ре-
гулировки задержки между импульсами до 1 мкс. Частота следования им-
пульсов может варьироваться от 1 до 20 Гц. Лазерные импульсы направляют-
ся на оптическую схему вывода излучения с помощью поворотного зеркала 
Thorlabs NB1-K14 2. Для фокусировки излучения в окружающую среду ис-
пользуется просветленная линза с фокусным расстоянием 50 мм Thorlabs 
LA4380-YAG 3. Для повышения контрастности эмиссионных линий перед 
линзой установлен коллиматор Thorlabs BE02-1064 4, на выходе которого 
формируется коллимированный лазерный пучок диаметром порядка 6 мм. 
Использование коллиматора позволяет снизить вероятность возникновения 
пробоя в оптических элементах схемы вывода излучения в окружающую сре-
ду, а также для увеличения интенсивностей эмиссионных линий химических 
элементов и, следовательно, улучшения пределов обнаружения используемо-
го метода [7]. Для регистрации сигнала лазерной плазмы в оптическом диапа-
зоне длин волн используется дихроичная пластина FF872-Di01-25x36x2.0 
(Semrock) 5. Излучение в диапазоне длин волн 250–700 нм выделяется на 
входе коллиматора с помощью фильтра KG5 (на рис. 1 не показан) и далее  
с помощью коллиматора 6 и оптического световода 7 направляется в малога-
баритный спектрометр Ocean Optics Maya 2000 Pro 8. 

2. Результаты и обсуждение 
Полученные спектры ЛИС в лабораторных условиях в объеме морской 

воды на границе вода–грунт представлены на рис. 2.  
 

 
Рис. 2. Спектры ЛИС на границе морская вода–грунт 

 
Согласно полученным результатам использование метода задержек 

между импульсами (рис. 2, синяя линия – два импульса без задержек относи-
тельно друг друга, суммарная энергия после фокусирующей линзы 90 мДж; 
красная линия – задержка между двумя импульсами – 10 мкс, энергия  
45+45 мДж) приводит к снижению сплошного спектра лазерной плазмы и 
увеличению контрастности эмиссионных линий. Это обусловлено формиро-
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ванием первым импульсом газового пузыря в объеме морской среды, в кото-
рый с определенной задержкой фокусируется второй импульс, что в итоге 
позволяет реализовать механизмы, подобные ЛИС в атмосферных условиях. 
Расшифровка полученных спектров представлена в табл. 1. 

 
Таблица 1 

Граница морская вода–грунт 
Элемент Длина волны, нм Элемент Длина волны, нм 

Mg I 383.8 Mg I / Ca I 518,4/518,9 
Ca II 393,4 Ca I 527 
Ca II 396,8 Ca I 558,9 
Sr I 407,8 Na 588,9 
Ca I 413,8 Ca I 612,2 
Ca I 422,6 Ca I 616,6 
Ca I 430,8 Ca I 636,2 
Ca I 445,5 Ca I 643,9 
Ca I 452,7 На 656 

Заключение 
Полученные лабораторные результаты позволяют утверждать, что раз-

работанный аппаратно-программный комплекс является перспективным ре-
шением для применения в задачах экологического мониторинга морских ак-
ваторий и геологоразведки.  
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нологий. Сейчас он работает над совмещением фракталов, фотоники и нано-
технологий. А. А. Потапов – инициатор постановки первых НИР и ОКР  
в России по радиофизическим применениям теории фракталов, скейлинговых 
эффектов и дробных операторов в радиосистемах.  

Результаты научной деятельности А. А. Потапова по фрактальной об-
работке информации в интенсивных помехах, а также по фрактальным ра-
диосистемам, датчикам и фрактальным радиоэлементам опубликованы в че-
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тырех отчетных докладах Президиума Российской академии наук (Научные 
достижения РАН. М.: Наука, 2008, 2010, 2012 и 2013), а также в докладе Пра-
вительству Российской Федерации (М.: Наука, 2012). Все эти приоритетные  
в мире результаты позволяют перейти на новый уровень информационной 
структуры реальных немарковских сигналов и полей. 

В настоящее время на основе пионерских работ А. А. Потапова и его 
учеников в ИРЭ имени В. А. Котельникова РАН сформировано новое фунда-
ментальное направление «Фрактальная радиофизика и фрактальная радио-
электроника: проектирование фрактальных радиосистем» и создана Россий-
ская научная школа фрактальных методов, хорошо известная в мире.  

А. А. Потапов – ученый секретарь диссертационного совета при ИРЭ 
имени В. А. Котельникова РАН (1999–2018). Дважды (1997 и 2000) ему при-
суждалась Государственная научная стипендия. Он заместитель председателя 
научно-квалификационного семинара «Проблемы современной радиофизи-
ки» и член научно-квалификационного семинара «Информатика» в ИРЭ име-
ни В. А. Котельникова РАН. В период с 2000 по 2002 г. А. А. Потапов – про-
фессор МИРЭА (Российского технологического университета), с 2008 по 
2019 г. – профессор Казанского государственного технического университета 
имени А. Н. Туполева. Член Нижегородского математического общества 
(2017). В 2015 г. А. А. Потапов избран действительным членом Вневедом-
ственного экспертного совета по проблемам воздушно-космической сферы.  

За период его работы в ИРЭ имени В. А. Котельникова РАН было дано 
надежное физическое обоснование практического применения фрактальных 
методов в современных областях радиофизики, радиоэлектроники и инфор-
мационно-управляющих систем; впервые предложена и доказана эффектив-
ность и перспективность применения теории дробной меры, теории размер-
ности и скейлинговых соотношений (для текстуры и фракталов) в случае об-
наружения и распознавания (фильтрации) одномерных и многомерных ра-
диолокационных сигналов от малоконтрастных целей на фоне интенсивных 
негауссовских помех разного рода. Им предложена концепция создания 
принципиально новых фрактальных радиосистем, фрактальных датчиков и 
фрактальной элементной базы. В ИРЭ имени В. А. Котельникова РАН в 2005 г. 
создан действующий макет первого в мире фрактального непараметрического 
обнаружителя радиолокационных сигналов. Проведен строгий электродина-
мический расчет многочисленных типов фрактальных антенн, принципы 
конструирования которых лежат в основе фрактальных частотно-избиратель-
ных поверхностей и объемов (фрактальные «сэндвичи»). Впервые предложе-
на и реализована модель «фрактального» конденсатора как фрактального им-
педанса и фрактальные лабиринты для синтеза СВЧ-структур. В 1997 г. впер-
вые разработаны методы фрактальной модуляции и фрактальные широкопо-
лосные сигналы. Впервые предложен новый класс информативных призна-
ков, основанный на тонкой структуре отраженных радиолокационных сигна-
лов миллиметрового диапазона радиоволн, а также исследованы полные ан-
самбли текстурных признаков оптических и радиолокационных изображений 
реальных земных покровов. Предсказано наличие странного аттрактора, кон-
тролирующего радиолокационное рассеяние от растительных покровов. Впо-
следствии (2002) эффект был обнаружен экспериментально на длине волны 
2,2 мм.  
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В 2015 г. А. А. Потаповым впервые в мировой практике открыты, 
предложены, обоснованы и разработаны принципы нового вида и нового ме-
тода радиолокации, а именно фрактально-скейлинговой или масштабно-
инвариантной радиолокации. Доказана эффективность функционалов, кото-
рые определяются топологией, дробной размерностью и текстурой принятого 
многомерного сигнала, для синтеза принципиально новых неэнергетических 
обнаружителей малоконтрастных объектов на фоне помех. Разработаны по-
стулаты фрактальной радиолокации:  

1) интеллектуальная обработка сигнала/изображения, основанная на 
теории дробной меры и скейлинговых эффектов, для расчета поля фракталь-
ных размерностей D;  

2) выборка принимаемого сигнала в шумах относится к классу устой-
чивых негауссовых распределений вероятностей D сигнала;  

3) максимум топологии при минимуме энергии входного случайного 
сигнала (т.е. максимальный «уход» от энергии принимаемого сигнала). Это 
влечет за собой коренные изменения в структуре теоретической радиолока-
ции, а также в ее математическом аппарате. 

А. А. Потапов – автор первой в России монографии «Фракталы в ра-
диофизике и радиолокации» (М.: Логос, 2002. 664 с.), которая была перерабо-
тана и дополнена (Потапов А. А. Фракталы в радиофизике и радиолокации: 
топология выборки. М.: Университетская книга, 2005. 848 с.). Эти две моно-
графии стали настольными книгами ученых самых разных специальностей. 
А. А. Потапов – автор и соавтор ряда монографий по вопросам радиолокации 
и применения фракталов в науке и технике.  

Чтение лекций по разработанным А. А. Потаповым в ИРЭ имени  
В. А. Котельникова РАН фрактальным технологиям и доклады по проекту 
МНТЦ (совместно с ЦКБ «Алмаз») в 2000 и 2005 гг. в США (Вашингтон, 
Нью-Йорк, Хантсвилл, Атланта, Франклин), в Китае (2011 г. и по настоящее 
время) и на многочисленных международных конференциях (Англия, США, 
Канада, Голландия, Австрия, Германия, Франция, Испания, Италия, Венгрия, 
Греция, Турция, Шотландия, Швейцария, Швеция, Мексика, Китай, Сербия, 
Черногория, Болгария, Казахстан, Белоруссия, Украина) принесли ему широ-
кую известность в кругах международной научной общественности. В 2005 г. 
в США состоялась знаменательная встреча А. А. Потапова с основателем 
фрактальной геометрии Б. Б. Мандельбротом, горячо поддержавшим работы 
А. А. Потапова.  

А. А. Потапов опубликовал лично и в соавторстве свыше 1150 научных 
работ в отечественных и международных изданиях, включая более 45 моно-
графий и глав в книгах на русском и английском языках, 2 патента и 9 учеб-
ных пособий. Им разработан курс лекций по применению фракталов и 
вейвлетов в радиолокации для Центра подготовки специалистов Концерна 
РТИ Системы (РТИ имени академика А. Л. Минца и ОАО НПК НИИДАР). 
Почетный профессор Евразийского национального университета (Астана, Ка-
захстан, 2010), Почетный профессор Джинанского университета (Honorary 
Professor of Jinan University, г. Гуанчжоу, Китай, 2011). В марте 2012 г.  
А. А. Потапов назначен президентом китайско-российской лаборатории ин-
формационных технологий и фрактальной обработки сигналов. Он также 
входит в состав оргкомитетов многочисленных международных и российских 
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конференций. В 1997 г. награжден медалью «В память 850-летия Москвы», 
награжден знаком «Почетный радист РФ» (2006) и восемнадцатью медалями. 
Лауреат Премии имени академика А. М. Прохорова (2013) и Премии Вневе-
домственного экспертного совета по вопросам воздушнокосмической сферы 
(2016).  

А. А. Потапов – организатор и главный редактор журнала «Нелиней-
ный мир» (2003), член редколлегий и редакционных советов 13 российских и 
международных журналов. Биография Александра Алексеевича опубликова-
на в энциклопедии «Who is Who в России» (Verlag fur Personenenzyklopadien 
AG – Швейцария) по личной просьбе Издательства (2009–2010).  

А. А. Потапов – академик Российской академии естественных наук по 
отделению проблем радиоэлектроники, нанофизики и информационным тех-
нологиям, академик Академии инженерных наук имени А. М. Прохорова.  

Высокая научная эрудиция, работоспособность, принципиальность, це-
леустремленность, ответственность и всепоглощающая любовь к науке при-
несли А. А. Потапову заслуженный авторитет и широкую известность среди 
ученых.  

Друзья, коллеги и ученики поздравляют Александра Алексеевича  
Потапова со славным юбилеем и горячо желают ему здоровья, новых успе-
хов, долгих лет и плодотворной работы! 
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